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MATEMATIK

Matematik har en mycket humanistisk sida. Den &ar
gjord av méanniskor. Djupast sedd &r matematiken ett
kollektivt konstverk, slitstarkare och vackrare an de

flesta. Ta chansen att lara kédnna det konstverket.

Bild.

Foto:




enna artikel diskuterar tre fragor om
matematik:

1. Den matematiska vetenskapen — vad dr
matematisk teori?

2. Matematiskan — vilken roll spelar det
matematiska spraket for matematikens
sanningar?

3. Matematikverksamheten — hur ser den
ut? Vad hander ndr méanniskor sysslar
med matematik?

En bakomliggande idé i denna framstall-
ning ar att en intressant beskrivning av
matematik Kkréver beskrivning av vad
matematiken innebdr fér matematikverk-
samma manniskor. Hur upplevs matema-
tiken av de som sysslar med den? | denna
artikel kommer jag darfor inte att fordju-
pa mig i matematikens axiomsystem.
Matematikens olika grenar beskrivs inte
heller. Artikeln handlar om vad matema-
tiken &r och hur den fungerar for studen-
ter, larare och forskare i matematik, och
fran ménskliga, samhélleliga, vardagliga
och praktiska synvinklar.
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ENIAC (Electronic Numerical Integrator and Calculator) réknas

ofta som den forsta elektroniska datorn. Den stod fardig 1946
och var avsedd fér matematiska berékningar av projektilbanor.

Forkroppsligandet av matematiskt tankande tog nu ett stort

steg framét fran de mekaniska raknemaskinerna.

Del 1 Den matematiska vetenskapen
AR MATEMATIK SIFFERRAKNING?

For de flesta &r matematik sifferrakning.
Om man ska dela upp restaurangnotan,
berékna sitt néringsintag vid en viss kost,
jamfora olika ekonomiska placeringsal-
ternativ, eller rékna ut hur mycket tapet
som gar at vid omtapetsering av ett rum —
dé star man infor matematiska uppgifter.

Matematik &r sifferrdkning, ja, men
detta &r bara en mycket liten del och en
startpunkt for matematiken. Matematik
ar framforallt matematisk teori, det ar na-
turligtvis detta som matematikforskning-
en handlar om. Det finns idag enormt
mycket matematisk teori. De grundkurser
i matematik som undervisas pa hogskole-
niva utvecklades pa 1700- och 1800-talet.
Teori har fortsatt att utvecklas sedan dess
och utvecklas fortfarande, snabbare &n
nagonsin. Ett flertal nya matematiska gre-
nar har tillkommit under &ren, och det
har aldrig varit s méanga verksamma mate-
matiker som idag. En professionell mate-

matiker kan idag beharska endast en
mycket liten del av dagens matematik.
Det ar dock mdjligt att ha en viss dver-
blick over ett betydligt storre omrade.

Det &r ocksa uppenbart att allt i mate-
matiken, varje formel, beteckning och
resultat, har konstruerats eller svettats
fram av enskilda matematiker nagon
gang i historien. Varje stycke matematik
har sin speciella utvecklingshistoria, och
har vid nagot tillfille varit nydanande
och obegripligt for samtiden.

MATEMATISK TEORI:
FORUTSATTNING FOR ALL TEKNIK

Det finns knappast nagon teknik idag
som inte anvander matematisk teori pa
ett eller annat sétt, antingen i produkten
sjélv eller i tillverkningsprocessen. Vid
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biltillverkning berdknar man temperatu-
rer i forbrdnningsmotorn med s.k. parti-
ella differentialekvationer. Tredimensio-
nell datorgrafik anvander geometriska
projektionsformler fran tre dimensioner
till tva — till dataskarmens plan. Stereo-
anldggningar behandlar frekvenser med
s.k. Fourieranalys.

Att formulera numeriska samband
med matematiskt formelsprak gor sam-
banden latta att datorprogrammera. Mate-
matiskt formelsprak och datasprdk ar
mycket néra varandra. Ar det en tillfallig-
het? Nej, matematik fanns nér datorerna
skapades. Datorerna konstruerades som
matematikmaskiner.

Idag matematiseras manga vetenskaper
och verksamheter. P4 Wall Street i New
York anvénder man ofta matematiskt
avancerade prognosverktyg, vilket gor att
manga matematiker anstalls fr att kunna
anvinda dessa verktyg pé ett bra satt. Flera

Nobelpris i ekonomi har varit i hdg grad
matematiska. De flesta av biologins vikti-
gaste forskningsomraden innehaller avan-
cerad matematik. Matematiska metoder
har idag ocksd vésentliga tillimpningar
inom psykologi och medicin. Matemati-
ken spelar en central roll i den véster-
l&ndska civilisationen, i synnerhet inom
vetenskap och teknik.

STARTPUNKT FOR TEORIN:
RAKNING UTAN SIFFROR

Vad &r da matematisk teori? Ja, matema-
tisk teori borjar med observationen att
det gér att rdkna fast man inte vet vilka
tal man raknar med. | matematik arbetar
man med variabler och okénda storheter.
Om man vill rékna ut medelhastigheten
nar man kor bil fran Karlskrona till

Goteborg, sé 4r det bara att mata hur
lang tid det tar och hur lang strackan ar.
Dividera strackan med tiden. Det just
beskrivna var en kalkyl utan siffror — fast
vi inte kanner siffrorna sa ar det mojligt
att tala om hur man kan rékna ut medel-
hastigheten. Vi far en formel, ett recept
for hur man ska behandla siffrorna om
dessa dr kdnda. Matematiker ersétter oftast
orden och uttrycken for de okénda stor-
heterna med bokstéver. | exemplet kan vi
séga att x = medelhastigheten, y = strdckan
och z=tiden. D& har vi sambandet
x=Yy/z. Detta skrivsatt gor att formeln
blir betydligt kortare, vilket & en mycket
stor férdel for den matematiska tankens
flykt. Men sambandet blir ocksd genast
mer abstrakt. Tilldmpningen syns inte
lingre sa tydligt, och det rent matematiska
far ett eget liv.

ABSTRAKT = GENERELL

LAt oss ta ett enkelt exempel for att illu-
strera rubrikens ekvation. | de tva ekva-
tionerna 5 dpplen + 2 &pplen = 7 dpplen”
och "5+2=7" &r den forsta en ganska
pétaglig ekvation. Man kan till och med
placera verkliga dpplen i grupper pa ett
bord och rakna, for att kontrollera pasta-
endet. Den andra ekvationen kan forstas
gélla inte bara dpplen, utan dven péron,
héstar, galaxer, idéer, ménniskor... den
ar mera generell. Och genast har vi en-
bart en relation mellan symboler, vi har
nagot som &r mera abstrakt. For generali-
teten far vi betala i abstraktion. Ekvatio-
nen géller betydligt fler praktiska situa-
tioner, men det faktum att man inte tyd-
ligt ser en enda gor att den ser mera verk-
lighetsfrimmande ut. Ordet "abstrakt”
kommer frdn grekiskans ord for "bortse
frdn”. Hér bortser vi fran tillimpningen,
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och behdller bara det rent numeriska, det
rent kvantitativa.

Det gar & andra sidan att konkretisera
abstrakt matematik just genom att ta
fram tilldmpningsfall och 6vertyga sig
om att matematiken fungerar. Nar man
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sysslar med addition kan man vilja att
tanka pé addition av dpplen. Det gar att
se anvéndningar av vilket stycke elemen-
tar matematik som helst. Det &r en for-
del om sadana finns med i framstall-
ningen.
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Kéllla: Strieder, P., Dilrer, 1978. Foto: Uppsala u

Matematiken betraktades under rendssansen som
all vetenskaps ursprung. Albrecht Diirers kop-
parstick ”"Melencolia I” frdn 1514 innehaller méng-
der av matematiska symboler. Har finns passare,
klot, romboeder — och uppe till hdger en magisk
kvadrat av ordningen fyra, dvs. fyra ganger fyra rutor.

MATEMATIKEN HAR SPIRAT UR ALLA
VETENSKAPER

Allt kvantitativt som dyker upp i olika
sammanhang kan bli matematik — det kan
man anvanda matematik till. De ménsk-
liga kulturerna har tidigt observerat att
raknandet i olika sammanhang ofta funge-
rar pd samma satt. Darmed kan man borja
Overlagga om hur réknandet fungerar,
oberoende av vad som réknas. Detta var
bérjan p& matematiken. Den uttrycker
och sammanfattar raknandet som sadant,
oberoende av &mne, och véxer darfor fram
ur manga dmnen. Typiskt for matematik
ar att talen inte har nagon sort.

Man kan ndmna tre skél till att mate-
matiken forefaller (eller &r) oberoende av
de dvriga vetenskaperna:

1. Matematiken &r formulerad som ett
sjalvstandigt amne, i sitt eget sprak, om
4n matematikens termer frn borjan
ofta ar ldnade fran tillampningarna.

2. De flesta matematiker arbetar obero-
ende av tillimpningarna — det skulle
vara alltfor tidsddande att vara seridst
insatt i tillimpningarna ocksa.

3. Matematiker hamtar alltid argument for
sina resultat enbart frdn matematiken.

Matematiken har en hdg grad av obero-
ende, men har 4nda gemensamma grun-
der med de andra vetenskaperna, och
vaxelverkar med dessa pd olika sitt.
Sjélvstdndig matematikforskning finner
da och dé praktiska tillimpningar — nya
begrepp, idéer och kalkylmetoder brukar

dd komma in i den aktuella tillimpning-
en. Likasd utgor andra vetenskaper inte
sdllan utgangspunkter och inspirations-
kéllor fér ny matematisk teori.

Matematikens sanningar bevisas med
matematiska argument, men testas ocksa
av andra vetenskaper nar dessa anvander
matematiken.

MATEMATIK:
PARALLELLVARLD TILL VERKLIGHETEN

Matematikens grunder kommer fran
vanligt fdrekommande situationer i verk-
ligheten. Dérefter utvecklas all teori med
hjélp av rakneregler som alla &r sjélvklara,
trivialt sanna (vi aterkommer till dessa).
Matematiken utvecklas dérigenom i en
riktning som stdmmer Gverens med verk-
ligheten; som en parallellvarld till verklig-
heten. Det kan vara en forklaring till att
det sa ofta har hant att helt abstrakt mate-
matik funnit praktiska tillampningar.
Matematik generaliseras emellertid
ofta i riktningar som gar utéver var aktu-
ella verklighetsuppfattning. I linjar algebra
studerar man rum med dimension n, dar
n &r vilket heltal som helst. Man kan
tycka att n=3 &r det enda “realistiska”
fallet, eftersom var verklighet &r tredi-
mensionell. Emellertid har de "orealistis-
ka” andra alternativen tillatit teoretiska
fysiker att prova andra mojligheter: vi
har exempelvis Einsteins fyrdimensionella
rumtid och moderna strangteorier som
tycks kréva att tillvaron &r 11-dimensio-
nell. Det har hint ett otal ganger i histo-
rien att skenbart abstrakt, absurd och
orealistisk matematik har funnit verkliga
situationer dar den varit hdggradigt
anvandbar. For dvrigt har n-dimensio-
nella rum ett mycket stort antal andra
tillimpningar utéver rymdgeometri.

Matematiken imiterar verkligheten.
Men den kan ocksa generaliseras utver
verkligheten, och ger da mojligheter for
tanken att finna nya modeller, att for-
battra eller revolutionera var verklighet-
suppfattning. Inte sa fa vetenskapsman
har funnit matematikens Overensstdm-
melse med verkliga fenomen s& Gverval-
digande att de vander pa steken och be-
skriver verklighetens sanna natur som
matematisk. Att forsta verkligheten ar att
forsta dess matematik. Det ar en uppfatt-
ning som inte delas av undertecknad. Jag
finner det rimligare att betrakta verklig-
heten som hur komplicerad som helst.
Vi upptacker med matematiken bara det
vi kan se, med denna och pa andra sitt.
Det &r fantastiskt att vi kunnat finna en
hel del struktur.

MATEMATIKEN FRAMGANGSRIK
PA GRUND AV ATT DEN AR
OKOMPLICERAD?

Matematiken har méngder av tillamp-
ningar, men haller 4nda en viss distans
till verkligheten. Einstein har sagt att "l
den man matematiken ar exakt ar den
oanvéndbar, och i den man den &r anvand-
bar &r den inte exakt.” Det &r inte orétt-
vist att siga att de matematiska resul-
tatens palitlighet beror pé att de lever i
en egen vérld, som &r avpassad for dessa,
dar vi kan ha visshet. Vi kan ha visshet
pé grund av att vi slipper klyftan mellan
omvérlden och medvetandet. Denna
klyfta behdver i matematiken inte dver-
bryggas, varken med forsok eller med
kritiskt tdnkande. Bade det kritiska tan-
kandet och forsoken behdvs déremot i
hogsta grad i tankens egen varld. Det &r
betydligt svarare att béde tolka sinne-
sintryck och matinstrument pa ett riktigt

satt, och konstruera en exakt teori. Alla
trodde pd Newtons mekaniska teori tills
Einstein visade att den inte stimmer sa
bra for hastigheter nédra ljusets. Det dr
ténkbart att vi i morgon finner forsok
dar dagens fysik inte &r korrekt. En teori
for verkligheten dr ett sammanfattande
satt att beskriva resultaten av alla hittills
utforda kanda forsok. Det finns méngder
av forsok som inte &r utforda. Sékert
skulle en del av de ogjorda forsoken ge
dverraskande resultat.

Avsaknaden av direkt koppling till
verkligheten kan ocksé ses som en orsak,
av flera, till matematikens snabba tillvéxt
i alla mojliga riktningar.

| naturvetenskapen ar det ofta méjligt
att isolera ett litet antal objekt, studera
dessa och vinna palitlig kunskap om des-
sa objekt. Detta gor det i viss man moj-
ligt att bygga upp séker kunskap fran
smé palitliga “fragment av kunskap”.
Det hor till undantagen att detta &r moj-
ligt i samhallsvetenskaperna. Har har
man sallan denna mdjlighet att fragmen-
tarisera — oftast paverkas allt av allt. Det
ar ocksa pa ett fundamentalt satt lattare
att gora exakta modeller av kulor eller
vattenvagor i rorelse, an av manniskor eller
samhéllen. Samhallskunskap forsoker
beskriva odndligt mycket mera kompli-
cerade fenomen &n naturvetenskapen.
Matematiken forsoker “bara” beskriva
“sina egna” fenomen, och kan dérfor nd
full visshet.

LEK ELLER ALLVAR, ELLER BADA?

Som nédmnts kan man nog séga att mate-
matiken inte kommer s langt ifrén verk-
ligheten &nda, tack och vare att grunder-
na for de tvd har mycket gemensamt.
Detta géller &ven om matematiken inte
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alls utvecklas med nagon tillimpning i
sikte. Det géller &ven om den utvecklas
for nojes skull, eller for skonheten i
teorin. Detta kan i ndgon mén jamforas
med att manga (de flesta?) uppfinningar
har uppkommit ur oavsiktliga kombi-
nationer och tillfalligheter, och for-
domsfri observation av vad som faktiskt
intréffade.

Ett exempel &r de komplexa talen, som
utvecklades av matematiker for att kun-
na skriva upp och tala om nagon form av
l6sning pé ekvationer av typ x2=-1. En
elegant (=kompakt, Kkortfattad, uttom-
mande, "naturlig”) teori utvecklades, an-
tagligen utan varje tanke pa tillampning.
Idag &r varje eltekniker vélbekant med
rakning med komplexa tal, de eltekniska
kalkylerna vore mycket mera besvérliga
utan komplexa tal. Ett annat exempel &r
knutteori — teori for vanliga och ovanliga
knutar. Det var ren "rekreationsmatema-
tik” fran borjan, men &r idag en teori
med flera viktiga tillampningar. En sédan
ar DNA-teknik. Bland annat &r vissa ty-
per av knutar pd DNA-molekylen tecken
pé forekomsten av vissa enzym.

MATEMATISK MODELLERING

Raknemédssiga problem som dyker upp i
tillampade vetenskaper och tekniska sam-
manhang stéller tvé problem. Hur ska pro-
blemet skrivas upp, och hur ska problemet
I6sas? Det forsta steget brukar kallas mate-
matisk modellering — att finna en effektiv
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Ordet fraktal infor-
des 1975 av den
polsk-franske mate-
matikern Benoit
Mandelbrot, och
Mandelbrot-méang-
den som denna bild
visar ar ett av manga

exempel p& en

starkt sonderbruten

méangd - detta

i motsats till de rata
linjer, cirklar, triang-

lar och andra figurer
som moter oss i den
klassiska euklidiska
geometrin.

matematisk formulering, en matematisk
modell. Svaret pd den andra fragan &r en
utmaning for de matematiska kunskaper-
na och for den matematiska kreativiteten.
Det finns ett talesatt om praktiken och
teorin: "Det finns inget s3 praktiskt som
en god teori!”.

Man kan forvanas Gver att samma ma-
tematik fungerar i sd manga olika tillam-
pade sammanhang. Men en sadan fraga
handlar om vad vi viljer att upptécka,
var vi ser problem. Kanske vi ser struktur
och lésbara problem bara i de fall som
liknar de problem vi har l6st tidigare.
Genuint nya problem, som kréver fram-
tidsmatematik, ser vi kanske éverhuvud
taget inte. Ett exempel som pekar i den

riktningen &r fraktalerna. En typisk frak-
tal kurva &r veckad in i sin minsta fin-
struktur — en kustlinje &r ett bra exem-
pel. Om vi tittar pd en kartbild pa en
kustlinje ar den (oftast) veckad, och &ven
om vi successivt forstorar s forblir den
veckad, nya veck blir synliga. Detta gor
det problematiskt att tala om en kust-
linjes langd. Ty ju kortare métstracka vi
anvander, ju fler veck far vi med och ju
storre blir den uppmatta "langden”. Man
vet sen nagra ar tillbaka att belastnings-
kurvan for en internetserver har samma
egenskap. Detta &r kurvor med sarskilda
kvalitéer som vi knappast lade marke till
tidigare. Utan begrepp &r vi blinda.
Teoretisk fysik ar kanske den mest mate-

matikintensiva vetenskapen utanfér ma-
tematiken. Séledes ar teoretiska fysiker
matematiskt mycket vélutbildade; det
finns teoretiska fysiker som blir matema-
tiker (och ibland tvirtom). Anda kan
man se en pétaglig skillnad i attityd till
matematik mellan matematiker och teo-
retiska fysiker. Teoretiska fysiker bryr sig
ofta inte om att bevisa sina formler och
resultat, och anvander inte sallan begrepp
som dr inte riktigt véldefinierade, en mate-
matiker kan tycka att fysikerna miss-
handlar matematiken. For en matemati-
ker &r bevisen det viktigaste, samt att an-
vénda begrepp som har en helt klar ma-
tematisk betydelse. De teoretiska fysiker-
na &r mest engagerade i matematisk mo-
dellering, ndgot som matematiker sallan
agnar mer an ett forstrott intresse.

Fysikerna har en bild av en fysikalisk
realitet, till vilken de vill forma och passa
in en lamplig matematik. For dem &r det
sekundart om matematiken inte riktigt
fungerar som matematik, de hoppas att
dessa matematiska bekymmer senare kan
ordnas med lite [dmplig ny teori. Den
enda realitet som matematikerna &r ange-
ligna om att 4 att fungera pé ett korrekt
satt &r den matematiska.

AR METODER ATT VINNA KUNSKAP EN
DEL AV AMNET?

Med "matematik” brukar man mena den
logiska strukturen av definitioner, satser
och bevis. Det &r det matematiska arbe-
tets resultat. Detta ar ett lite ovanligt satt
att beskriva ett vetenskapligt omréade.
Vanligen brukar de metoder som anvénds
for att uppna resultaten ocksd anses som
en del av omrédet.

Med "husbyggnad” menar man inte
bara resultatet, de fardiga husen, utan

aven planerandet och konstruerandet. |
"kemi” inkluderas laborationsmetoderna,
som inte & kemiska resultat men mycket
viktiga medel att n& nya kunskaper och
besvara fragor. Varfor riknas inte mate-
matikens metoder for att nd kunskaper,
varfor dr matematiken dess resultatet och
inget annat? Ja, kanske for att dessa meto-
der enbart &r tdnkande och tankeproces-
ser, det ar enbart mentalt, det finns néstan
inget synligt och konkret i detta. Mate-
matikens metoder behover faktiskt beskri-
vas och synliggoras. Har kan man spara
en orsak till problem for matematiken
som skolamne, vi aterkommer till detta i
avsnittet om matematisk verksamhet.

100% KVALITATIVT TANKANDE - 100%
KVANTITATIVT RESULTAT

En hel del matematisk teori formuleras
mer generellt &n géllande tal: den beskri-
ver objekt med vissa rakneregler, och det
&r inte nddvéandigt att ange vad objekten
betyder. Ofta behandlar matematiken
grupper av tal som helheter, och inte s&
mycket enskilda tal. Tvd av de kanske
framsta exemplen pé detta &r funktioner
och funktionsrum — de senare ar mang-
der vars element &r funktioner. Det bety-
der bland annat att dessa objekt inte be-
hover vara tal dverhuvudtaget, dven om
“tillampningen” for tal oftast &r den hi-
storiska utgangspunkten. Déarmed har
matematiken ocksa Gverskridit sina ramar
av vetenskap for rdknande.

Som ndmnts, sa fort vi har variabler i
stéllet for tal behdver vi inte langre syssla
med sifferrdkning. Nar vi tdnker ut form-
ler och samband tanker vi pa okanda
kvantiteter, vilka i total avsaknad av
kvantitativa kalkyler snarare &r kvaliteter.
Matematiskt ténkande &r kvalitativt tén-

kande, som i ménga fall leder fram till en
formel — ett helt kvantitativt resultat.
Denna kan genast anvéndas for exakta
numeriska berakningar. Detta forhallande
kan tillskrivas formelsprékets exakthet.
Ett sdrdrag for matematiken &r att av-
stindet mellan kvalitativt och kvantita-
tivt &r mycket litet.

Dock bor tillaggas att de flesta formler
kraver en del numerisk analys i samband
med datorprogrammeringen for att bli
effektiva. En matematisk formel &r oftast
direkt programmerbar, men kan oftast
skrivas pa ett annat sétt for att vara maxi-
malt effektiv ur datorberékningssyn-
punkt.

GEOMETRI: FONSTER MOT PLATONS
IDEVARLD

Geometri spelar en speciell roll i mate-
matiken. | &ven de mest abstrakta grenar
av matematik kan man gora geometriska
figurer av olika slag, vilka kan gora det
abstrakta nastan konkret, de kan ge en
nastan “fysikalisk” kénsla om vad som
forsiggar. Slaende figurer kan fa den for-
mella kalkylen att framstd som “bara” en
alternativ beskrivning av de geometriska
storheterna, som “samma sak” som dessa.
Emellertid tillméts figurer inte bevisvarde.
| formelspraket har vi mycket battre
kontroll dver vad som hander, man kan
lita pa resultaten battre. Figurer kan inne-
hélla tankemassiga fallor: bara om ett re-
sultat & formellt bevisat vet vi att en
motsvarande figur ar att lita pa. | figurer
kan enkla fall demonstreras, de &r lamp-
liga for att illustrera grundbegreppen.
Formlerna klarar enkla och komplicerade
fall. Att geometrin spelar en sé stor roll
sager sékert en hel del om hur ménni-
skan uppfattar och begriper saker och
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ting. En sak i den riktningen &r att figu-
rer aktiverar den hogra bildseende hjarn-
halvan. Figurerna ar som titthal in i Pla-
tons idévarld, matematiska avdelningen.

VAR OCH HUR FINNS MATEMATIKEN?

Det finns tva huvudlinjer i uppfattning-
en om vad matematik ar: den platonska
och den formalistiska. Den platonska
hévdar att matematiken finns oberoende
av manniskan. Psykologiskt upplever
man nagot at det hallet i matematik-
forskningen, de matematiska sanningar-
na tycks ha en aldrig svikande "palitlig-
het” som liknar objektiv existens. Den
formalistiska menar att matematiken &r
ett sorts spel, som foljer vissa logiska reg-
ler, och att dess existens ar starkt beroen-
de av ménniskans, den finns vasentligen i
manniskornas medvetande. Varje matema-
tiskt pastéende ar onekligen ett “om...
sd...”, det finns alltid nagot antagande
for varje pastiende. Atminstone av detta
skal forefaller existensen av matematiska
begrepp ha en svagare valor an existensen
av blasippor, moln och grustag.

Korrektare &r antagligen att séga att
matematiken finns i den ménskliga kul-
turen. De flesta vanor, &sikter, uppfatt-
ningar och annat som vi tar for sjélvklart
ar ju delar av den kultur vi véxt upp i. |
en annan kultur dr det annat som &r
sjdlvklart. Som en del av kulturen &r
matematiken oberoende av varje manni-
ska, men inte oberoende av mansk-
ligheten.

Istéllet for matematiken som en del av
tillvaron oberoende av ménniskan kan
man beskriva matematiken som typiskt
mansklig av det skalet att alla manniskor
tycks hélla med om den. Detta finner
undertecknad som en rimligare stand-
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punkt. Matematiken ar nagot gemen-
samt for ménniskorna. Hur eventuella
intelligenta icke-manniskor ser pa mate-
matiken vet vi inte. Det ar mojligt att
dessa skulle finna de storsta svarigheterna
i att forsta vart satt att skriva och notera
matematik, och aldrig nd fram till pro-
vandet av sanningarna. Det finns béade
hallristningar och texter pa utdoda sprék
som dagens forskning inte lyckats tolka.
Detta ar svartolkade meddelanden som &r
producerade av individer som tillhér en
annan kultur, men samma biologi och till
och med samma art! Sadana svérigheter ar
for Gvrigt beslaktade med svarigheterna att
gora effektiva dversattningsprogram.

AR INNEHALLET MER AN MANSKLIGT?

Sannolikt ar vért satt att skriva matema-
tik mycket speciellt: starkt historiskt och
biologiskt betingat. Vart sitt att skriva ar
andd inte godtyckligt, det &r en sorts av-
bildning av vért stt att tanka.
Foresprakarna for att matematiken ar
oberoende av ménniskan har anda ett ar-
gument kvar med en hel del tyngd: det ar
vart stt att skriva och beskriva matema-
tikens sanningar som &r typiskt méansk-
ligt, men matematikens innehall ar mer
an manskligt. Det forefaller nddvandigt
att ga utanfor vad som &r manskligt for
att besvara den frégan, vilket forstds i
princip ar omdjligt for ménniskor. Man
kan dock siga att vetenskapen i viss man
innebar utvidgningar av sadant slag. Vi
kan se hur enskilda molekyler ser ut,
trots att deras storlek ligger langt bortom
var syns upplosningsformaga. Vi kinner
till radiovagor fast (vad vi vet) inget
manskligt sinne &ar kénsligt for radio-
vagor. Var tankeformaga har ibland be-
skrivits som ett extra sinne. Och kanske

insikt av vad som &r kvalitativt utanfor
det ménskligt uppfattbara och tédnkbara
kan bli tillganglig for oss om vi far kon-
takt med och kan kommunicera med
intelligenta icke-mé&nniskor.

Det finns forstds ingen skarp grans for
det ménskligt uppfattbara. Vi kan inte
sdga vad eller hur mycket som finns pa
andra sidan om denna gréns, liksom vi
inte kan siga nagot om vad som finns
“utanfor universum”. Grénserna for spe-
kulation ligger langre bort, den &r be-
gransad till det s.k. diskursuniversum:
vad man kan tala om. Spekulation pro-
ducerar gdrna nya idéer som kan liknas
vid idé-mutationer. De flesta dor genast.
Nagra blir ny vetenskap.

Man kan sdga att matematiken &r
mansklig — nagot alla manniskor kan halla
med om. Dess vetenskaplighet kréver att
den &r opersonlig — nagot alla méanniskor
kan halla med om. Dessutom, att tillagna
sig matematik handlar faktiskt om per-
sonliga stallningstaganden. Det ar négot,
formodligen, som alla ménniskor kan
halla med om.

Del 2 Matematiskan

FORMELLA KALKYLER:
GENVAGAR TILL KUNSKAP

Konsekvent anvandande av bokstéver eller
symboler i stéllet fér ord och uttryck i
kvantitativa relationer ar startpunkten
for ett formelsprak. Sjilvklara operatio-
ner formuleras som rékneregler, och kan
darefter anvédndas mer eller mindre auto-
matiskt och omgéende utan narmare
eftertanke pd innehallet. Sanningen ar

inbyggd. Om vi har tva kulpasar och det
ar lika manga kulor i bada pésarna, och
vi lagger till lika manga kulor i bada, s&
ar det sjélvklart fortfarande lika ménga
kulor i de bada pasarna. Som matematisk
rakneregel  skrivs detta a=b0 a
+c=b+c (aoch b betyder d& antalet ku-
lor i respektive pése, och ¢ 4r antalet som
laggs till). Detta &r ett av axiomen for de
hela talen. Nastan alla axiom &r dylika
"sjalvklara” regler, vilka i matematiken
inte bevisas utan i stéllet spelar rollen av
utgéngspunkter, grundliggande anta-
ganden.

Nér rékneregler & formulerade kan
dessa anvéandas utan grubbel éver form-
lernas innebdrd, det &r inte nddvandigt
att tolka varje nytt samband i en kalkyl
for att avgora om det &r sant. Valet av axi-
om och strikt bevisande av satser ger méj-
lighet till ett snabbt, formellt och 4ndé
korrekt raknande, dven om meningen for
tillfallet & osynlig. Eftersom vi alla &r
ménskliga och kan rékna fel rekommen-
deras dnda 6verslagsberdkningar och rim-
lighetsbedémningar dé och da.

Genom att mer eller mindre meka-
niskt anvanda raknereglerna i riktning
mot ett visst mal intraffar det darfor inte
séllan att en matematiker nar fram till
Overraskande och intressanta resultat
som denne inte (omedelbart) vet vad de
betyder. Inneborden och forstéelsen kan
komma senare. Sadana resultat kan ge
upphov till nya tolkningar, nya mojlig-
heter, nya begrepp. Matematiska kalkyler
kan dérfor beskrivas som genvégar till
kunskap: det & mojligt att finna san-
ningar innan dess betydelse &r forstadd
eller ens anad.

Det ar néstan som att titta i verklig-
hetens facit. | astronomi har man mer
an en géng upptéickt egendomligheter i
den astronomiska matematiken, och dér-
efter kunnat observera nya tidigare
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okénda fenomen i verkligheten. De svar-
ta halen ar ett sédant exempel. Det bor
sagas att det ocksa finns fall dar man inte
har funnit motsvarigheter i verkligheten.
Den matematiska modellens &verens-
stimmelse med observerad verklighet &r
mycket langtgaende vad géller fysik och
astronomi, men den & andd inte 100-
procentig.

SPRAK KONTRA INNEHALL

Matematik har tvd komponenter: ett
sprak och ett innehall. Vi kallar har den
sprakliga komponenten for matematiska
(eng.: mathematish).

LAt oss ta ett mycket enkelt exempel
for att jamfora matematiska och svenska.
P4 svenska ar ”Det ar fullmane idag.” en
grammattiskt riktig mening, men inte
"Fullméne idag &r.”. P& matematiska ar
"1+1=3" grammattiskt korrekt, men
inte "1 +=13=", den senare &r en menings-
16s rad symboler. Man kanske kan gissa
betydelser, som man kan gissa betydelser

Problemet med den brutna bambun, fran en kine-
sisk handskrift 1261. Den uppkomna ratvinkliga
triangeln i bilden anvéndes bland annat fér en
mangd olika problem som géllde Pythagoras sats.

for uttrycket "Fullmane idag ar.”. Sadant
gissande handlar om att forsoka finna en
sprakligt korrekt motsvarighet.

Vi har nu uppehallit oss vid den sprak-
liga, grammattiska komponenten. Men
hur &r det med sanningshalten, med inne-
hallet? Ja, i en svenskakurs ar vi alldeles
ointresserade av om det verkligen &r full-
mane idag, eller inte. | matematik ar vi
daremot i hogsta grad intresserade av vad
som & sant och vad som ar falskt. Bade
"1+1=3" och "1+1=2" & grammat-
tiskt korrekta, men det forsta &r falskt
och det andra ar sant. | matematik maste
vi formulera korrekta péstaenden, darefter
vill vi ta stéllning till om de ar sanna eller
falska.

Sprakvetenskap handlar om ett spréks
anvandning och utveckling, och man ar
normalt inte intresserad av sannings-
halten av pastdenden i spraket. Sprék-
vetenskapliga studier om det matematiska
sprakets struktur, férandring med tiden
och lokala dialekter finns annu inte, sa
vitt undertecknad kénner till. Detta ar
tvd stora skillnader mellan matematiska
och naturliga sprék.

MATEMATISKAN: ETT SKRIFTSPRAK
MED OUTTALAD GRAMMATIK

Skrivtecknen i kinesiska avbildar be-
grepp, medan skriften i europeiska spréak
avbildar ljud och uttal. | detta avseende
har matematiskans struktur mer slakt-
skap med kinesiska &n med europeiska

31



sprak. Uttalets forandring leder i Europa,
men inte i Kina, till upprepade stavnings-
reformer. | likhet med kinesiska uttalas
matematiskan mycket olika i olika delar
av vérlden, men skrivs pa samma satt.

Matematiskan har en hogst speciell
och val definierad grammatik. Denna ar
dessvérre néastan inte alls formulerad i
matematikkurserna. Man Idr sig det ma-
tematiska spraket pd liknande sitt som
barn lar sig modersmalet, utan gramma-
tik och genom manga exempel. Det har
sagts att "Matematik lar man sig inte,
man vénjer sig vid det.” Detta syftar nog
en hel del pa det ganska ldngsamma upp-
téckandet av sprakets egenheter, och spré-
kets darmed langsamt okande genomskin-
lighet in till vérlden av matematiska idéer.
En del manniskor tar till sig sprakets
struktur spontant, pa ett intuitivt satt.
Ménga av matematikerna hér nog till den-
na grupp, dven om det ocksa finns geniala
matematiker som har stora problem med
matematiskan. Matematikerna anvander
vanligen spraket mycket mer 4n de funde-
rar over det. | s fall ar det kanske svart att
forklara matematiskan for studenter som
inte forstar spréket lika intuitivt.

L4t oss ta tva exempel pa matematiska
sprakligheter. Det forsta ar matemati-
kens anvandning av vanliga runda paren-
teser. De anvands i tva syften i matema-
tik: den forsta &r for att ange ordningen
for olika operationer. | uttrycket x(y +z)
ska y och z adderas innan x ska multipli-
ceras. Den andra anvéndningen &r att
beteckna en funktion: f(x), funktionens
argument star inom parentes. | den fors-
ta anvandningen av parenteser kan man
multiplicera in, men absolut inte i den
andra. S& Xx(y+z)=xy+xz ar korrekt,
men f(x)y = f(xy) ar ett grovt fel. Studen-
ter gor ibland sadana fel, till matematik-
lararens fortvivlan. Distinktionen brukar
inte formuleras.
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VAD BETYDER ORDET ”LOSNING™?

Det andra exemplet géller ordet ”los-
ning”. Detta vanliga och viktiga ord har
penibelt nog tva ganska olika betydelser i
matematik (forutom dess betydelse i
kemi: ungefér "blandning”). Vi kan s&ga
att “ekvationen har losningen ”x=-2".
Vi skriver ocksd pd vara tentamina att
"Tydliga och fullstdndiga lésningar er-
fordras.” Har anvander vi “1osning” i tva
olika betydelser: som “svaret”, alternativt
som "kalkylen och resonemanget som
leder till svaret”. Detta ar olyckligt efter-
som det ofta finns flera helt olika kalky-
ler som leder till svaret, medan svaret
givetvis alltid &r detsamma oberoende av
kalkyl.

De tva namnda sprakligheterna pape-
kas inte i vara larobdcker. Langt ifrén alla
matematiker har observerat dessa tvety-
digheter. Vanligen beharskas spraket pa
ett ganska intuitivt satt, och innehallet pa
ett medvetet och mycket mindre intui-
tivt satt. Spraket ar bara ett verktyg, det
ar ju det matematiska innehallet som &r
studieobjektet.

MATEMATISKA — DET MEST UTBREDDA
INTERNATIONELLA SPRAKET

Matematikspraket ar ett sant internatio-
nellt sprak. De matematiska formlerna
som en Kkines, chilenare, portugis, ryss
eller svensk skriver och anvénder ser lika-
dana ut. En vietnamesisk matematiker
kan direkt bygga vidare p& en turkisk
matematikers resultat. Kulturskillnader
innebdr inga barridrer. Matematiska artik-
lar skrivs inte enbart med matematiska
formler, men utfyllnaden déremellan &r
oftast mycket enkelt naturligt sprak. Det
ar inte s svart att lara sig ryska tillrack-

ligt for att lasa ryska matematikartiklar, i
alla fall de mest matematiska delarna.

Matematiskan ar ocksé ett gemensamt
sprak for olika vetenskapsgrenar. En bio-
log och en fysiker som anvander samma
matematik anvénder samma matematik-
vokabuldr, vilket underlattar tvarveten-
skaplig kommunikation. Matematik-
spraket anvander latinska och grekiska
bokstaver samt ett antal specialtecken,
om man raknar stora och sméa bokstaver
som olika s& bestdr nog det matematiska
alfabetet av ca 100 tecken.

Matematikens sprak ar sa formaliserat
att det inte finns utrymme for olika tolk-
ningar. Matematiker som &r oense blir pa
kort tid Gverens om vad som &r sant och
falskt — det har néstan inte alls bildats olika
konkurrerande skolor i matematik. Det
gar att komma ner till botten, till verkligen
enkla grunder, och bli éverens. Har kom-
mer matematikens “enkelhet” in. Ord pa
ett naturligt sprak &r i princip bottenl6sa.
Matematiken lever i sin egen vérd, dar axi-
omen utgdr en faktisk botten.

Eftersom formelspraket r sa valdefini-
erat kan man bygga mycket langt med
matematiska konstruktioner och &nda
behalla ett sanningsvarde. Detta ar ab-
strakt matematik.

MATEMATIK AR OMSKRIVNINGARNAS
KONST

L&t oss titta p& ett mycket enkelt exem-
pel pé ett matematiskt resonemang — ett
exempel dar vi gor formella omskriv-
ningar for att nd storre enkelhet eller tyd-
lighet i nagot avseende. Vi vill lésa
x2—4x—21=0. Duvs., vivill finna alla tal x
som satisfierar ekvationen. D4 kan vi skri-
va om den (med en metod som Kkallas
kvadratkomplettering) till (x—2)2=25.

Fran denna senare ekvation far vix—2=5
eller x—2=-5.Ty: (-5)(-5) =25=5"5.
Alltsa, "x = 7 eller x = -3” vilket ocksa kan
skrivas som "(x—7)(x+3)=0". Séledes
innehdller  "(x-7)(x+3)=0"  och
"2 — 4x — 21 = 0" samma information. De
tvd uttrycken &r precis samma uttryck
logiskt sett, om &n inte formellt — de ser
uppenbarligen inte exakt likadana ut. Men
4r det ena sant s& ar det andra ocksd sant.
Man kan fréga sig: varfor ska man
géra omskrivningar om innehallet hela
tiden &r detsamma? Enda fordelen med
detta senare satt att skriva ekvationen
som x2—4x—21=0 jamfort med som
(Xx=7)(x+3)=0 &r att vi har lattare ser
vilka x som &r lésningar. Vi har med
omskrivningar bytt en uttryck mot ett
annat som innehdller exakt samma mate-
matiska information, men dér det &r psy-
kologiskt lattare att se att 7 och —3 &r 16s-
ningarna. Omskrivningen har lyckats.
Matematiska resonemang &r ofta
omskrivningar enligt logikens regler fran
en form till en annan. Om inte malet for
omskrivningarna r klart sa verkar kalky-
lerna kanske svara men framforallt me-
ningsldsa — det &r ju samma logiska inne-
héll hela tiden! Det finns alltid myriader
av olika sétt att géra omskrivningar, varav
de flesta ar poanglésa. Omskrivningarnas
mal &r inte alltid ar s latta att se forran
efterat, vilket ar ett problem for matema-
tikens tillganglighet och begriplighet.
Har finns ocksa den antagligen storsta
svérigheten for omradet ”Automated the-
orem proving”, dar man forsoker bygga
datorprogram som konstruerar bevis. Det
ar svart att beskriva malet for omskriv-
ningarna p ett satt som &r verkningsfullt
for ett datorprogram. Intuition ar svar att
formalisera. Samma matematiska pasta-
ende kan ofta skrivas pa flera olika sitt.
Detta &r alltsa fundamentalt for matema-
tiken. Utan omskrivningar, inga bevis.

MATEMATIKENS BESTANDSDELAR:
DEFINITIONER, SATSER OCH BEVIS

Matematikens formella struktur bestar
av endast tre komponenter: definitioner,
satser och bevis. De & matematikens
byggstenar. Axiom dr en sorts definition,
termen brukar anvéndas for de ursprung-
ligaste definitionerna, de som inte hén-
visar till andra definitioner. Man talar
ocksa om lemmor, de &r vanligen satser
av lite mindre betydelse, eller pastdenden
som d&r viktiga steg for att bevisa en sats.
Bade satser och lemmor &r matematiska
péstdenden som &r sérskilt viktiga jim-
fort med andra pastdenden. Satserna ar
ofta de resultat som anvénds utanfor det
specifika omradet. Det ar alltsd egent-
ligen ganska mycket en fraga om tycka
och smak och tradition vad som ar s3
viktigt att det bér utndmnas till en sats.

De tre byggstenarnas roller &r:

1. Definitionerna talar om vad begrep-
pen betyder pd matematiska, oftast i
termer av tidigare begrepp.

2. Satserna talar om hur begrepp hénger
ihop: om vi antar nagot (forutsattning),
sa vet vi ocksd négot annat (slutsats).

3. Bevisen dr argumentationer som lam-
nar utom allt tvivel att satserna &r san-
na. | bevisen anvénder man ofta defi-
nitionerna baklanges — man gar ofta
tillbaka till tidigare definitioner och
arbetar med dessa.

Det som har sagts hittills i detta avsnitt
bor tas med viss skepsis, det &r en tradi-
tionell matematik beskrivning. | sjalva
verket kan denna formella struktur
knappast dechiffreras utan den forkla-
rande texten mellan definitioner, satser
och bevis samt utan matematisk fors-
Karutbildning vilket darmed ocksd ound-

vikligen &r en del av matematiken. Mate-
matikern forbiser Iatt sin tolkning av
strukturen, sin férméga till meningsfull
och framgangsrik tolkning. Matematik
&r ett snabbt vaxande kulturarv.

Det ar inte heller s att axiomen aldrig
bygger pd andra definitioner. Som ett
exempel kan vi ndmna att axiomen for
de hela talen bygger pa funktionsbegrep-
pet. Exempelvis &r addition en funktion
a(x,y) av tva variabler si att a(2,5)=7
och a(50, 2) =52, osv. Definitionen av
funktion &r primitivare.

Kurt Godel presenterade 1931 sitt be-
vis att det maste finnas satser i matemati-
ken som &r sanna men inte kan bevisas.
Sadana satser har alltsd inga motexem-
pel, men kan inte bevisas med deduk-
tion. Matematiksamfundet togs pa sing-
en. Man hade, lite naivt kan man sdga i
efterhand, trott att allt som &r sant ska
kunna bevisas med logisk slutledning.
Dock tycks Godels sats inte fa sarskilt
mycket praktisk betydelse. Som nadmnts
testas matematikens sanningar ocksa i
efterhand av andra vetenskaper eller
teknikomréden, de som anvéander dess
resultat.

BEGREPP BLIR DEFINITIONER

Definitioner kan utformas p& manga
satt. Syftet med definitioner &r att fanga
in begrepp i matematikens formella
sprak. Det kan ocksd vara att géra kalky-
ler enklare genom att infora praktiska
storheter. Storheter som &r praktiska i
raknandet anvinds gdrna, och kanske sd
smaningom samlar ihop till hederstiteln
“grundbegrepp”. Det finns ofta flera de-
finitioner for ungefar samma begrepp,
ibland gar det att visa att de ar ekvivalen-
ta (logiskt likvéardiga). Ibland har olika
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definitioner olika fordelar och nackdelar,
man vaxlar mellan dem, och det ar ndd-
vandigt att halla reda pa vilken definition
som anvands.

Nagra exempel pa begrepp eller idéer
ar funktion, derivata, ortogonalitet, yta,
area, triangel, langd, vinkel, gransvarde.
Dessa begrepp betyder konkreta realite-
ter i ekonomi, fysik, biologi, kemi och
andra vetenskaper. Definitionerna utfor-
mas pa ett sitt som ar praktiskt med héan-
syn till det matematiska spraket. For i
matematiken &r det definitionerna, idéer-
nas sprakliga formuleringar, som ér arbets-
materialet.

Man kan ofta tolka definitioner och
satser i termer av underliggande idéer.
Det dr vanligt att det finns ett stort antal
helt olika tolkningar, svarande mot olika
vetenskapsomraden eller tekniska sam-
manhang. Matematiken sjalv beskriver
bara kvantitativa och logiska samband
mellan storheter, allt annat &r tolkningar.

Mojligheten att vélja definitioner pa
olika satt ar kanske en forklaring till att
uttrycket "nagon mening” &r vanligt bland
matematiker. Man kan hora att "De har
skorna &r billiga, i ndgon mening.” Det
betyder ungefar att det gar att gora en
rimlig definition av "billig”, kanske inrék-
nat héllbarhet och inkopspris och kanske
négot mer, s att skorna i denna definition
bokstavligt talat &r billiga.

MATEMATIK — ETT MENTALT MEKANO

En féardig matematisk formel kan anvan-
das dven av icke-matematiker. Den kan
jdmforas med en automat, s&g en choklad-
automat. Automaten har konstruerats av
ingenjorer, men dven icke-ingenjorer kan
kdpa choklad med den. Tag som forme-
lexempel den enkla formeln fér ben-
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sinforbrukning i liter réknat: b =s«m, dar
s &r kord stréacka och m &r bilens bensin-
forbrukning per mil. Genom att stoppa
in ratt mangd mynt i chokladautomaten
far man en 6nskad chokladbit. Genom
att stoppa in ratt siffror i formeln far
man forvantad bensinforbrukning. For-
meln liksom chokladautomaten kan an-
vandas &ven av icke-specialister.

| bada fallen finns vissa forutsattningar
som krévs for att automaten ska fungera.
I vara exempel maste man i chokladauto-
maten kanske anvanda svenska kronor,
och for att fa medelhastigheten maste vi
méta strdckan i mil. Det kan vara mojligt
att forbattra automaten till att exempel-
vis tilldta inkop av glass, i vilket fall en
frysdel maste byggas in. Dé far man kalla
pé ingenjéren. Aven formeln kan byggas
ut, exempelvis genom att ta med medel-
hastigheten:  bensinférbrukningen per
kilometer dkar med hastigheten. Man
kan ocksd ta med hur manga stopp som
sker pd vagen, det svarar mot andelen
stadskorning respektive landsvagskor-
ning. Med dylika utbyggnader ger for-
meln béttre resultat. For att lyckas med
detta behéver man kanske kalla pd mate-
matikern.

Den matematiska formeln kan anvén-
das pé fel sitt, och (d&) ge déliga eller fel-
aktiga resultat. Men en skillnad fran
chokladautomaten r att den inte kan ga
sonder. Den dr tydligen gjord i mera
robust material. Matematiska formler
kan realiseras av datorer eller minirdkna-
re. Dessa kan givetvis kan upphéra att
fungera, men det betyder inte att det ar
nagot fel pa formeln.

De matematiska formlernas bestands-
delar &r funktioner och andra uttryck.
Matematikens verktyg &r omskrivnings-
regler, som konjugeringsregeln, Pythago-
ras sats, partialbraksuppdelning, logaritm-
lagarna, derivering av produkt... Den

matematiska verkstaden innehaller mang-
der av verktyg. Inte sallan méste man till-
verka egna specialverktyg for sina bevis.
Med hjélp av dessa verktyg kan vi skriva
om vara formler till en viss form, som vi
av négot annat skal valdigt garna vill ha.

Matematiken liknar p& det hela taget
ett sorts mentalt maskineri. Det formella
spraket har mycket bestimda och val-
definierade regler, vilka kan sattas sam-
man pa diverse olika satt, ungefar som
legoklossar eller som delar i Mekano. |
matematik kan man sjélv utan storre sva-
righet tillverka nya typer av bitar. Det
finns ocksa obegransat antal av varje be-
stdndsdel, till skillnad frén vad som galler
i en Mekanolada. Bade i Mekano och i
matematik &r det ett ganska litet antal
sammansattningar av de mojliga som ar
intressanta.

PATENT FORMULERAR OCKSA IDEER

Patent beskriver liksom matematik icke-
matriella storheter — omradet heter ju
immatrialrdtt. Man kan sdga att man i
patentansokningar forsoker definiera och
muta in omréden i det tidigare namnda
diskursuniversum. Till detta & man han-
visad till naturligt sprak med dess otyd-
lighet. Det vimlar ocksa av tvister och
patentprocesser.

ATT KARTLAGGA MATEMATIKENS
ANATOMI

De logiska sammanhangen i en matema-
tisk teori (eller i ett bevis) &r i allménhet
labyrintartade, de hanger ihop kors och
tvars, utan att for den skull ge upphov
till cirkelbevis. Detta & matematikens

Matematikdvningar i Solna centrum. En besokare
och en matematikprofessor forsoker med gemen-

samma krafter och med trakuber ta sig an Fermats

sats, som bevisades av Andrew Wiles.

anatomi (eller matematikens geografi,
om vi héller oss till landskaps-metafo-
ren). Resonemanget i ett matematiskt
bevis &r ganska séllan som en linje utan
forgreningar. Men matematikbdcker ar
alltid skrivna linjart, ett argument be-
handlas i taget. Matematikbocker kan sé-
gas motsvara nedskrivna foreldsningar,
vilka ar linjdra eftersom tiden &r linjar.
Det dr emellertid majligt, med hjélp av
en logisk graf, att Iata lasaren sjalv vélja i
vilken tidsordning argumenten studeras,
genom att helt enkelt visa en karta éver
det labyrintartade matematiska landska-
pet. Man kan sdga att i en traditionell
matematikbok far lésaren en guidad tur
genom landskapet istallet for hela kartan.

MATEMATIKEN AR ETT
SVAROVERBLICKBART LANDSKAP

Att bevisa négot som hittills ar obevisat
betyder att hitta en kedja av omskriv-
ningar som nar fram till malet, sa att var-
je steg i kedjan ar oantastligt. Detta kan
mycket val beskrivas som en (mental)
bergsbestigning. Kan vi finna nagon vag
upp till den hogsta toppen? Vilken vag
ska vi forsoka ta? | borjan brukar alla tank-
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bara végar se oframkomliga ut. En vég &r
for brant, en annan for isig, en tredje lig-
ger under standig hard vind. I matemati-
ken, liksom vid bergskldttring, visar det
sig ofta att ndgon sorts kombination av
de olika vagarna leder till malet.
Matematik &r ett svaroverblickbart
landskap, dock varierar 6verblickbarheten
mycket mellan olika matematiska grenar.
Problem som &r snarlika kan vara av
mycket olika svarighetsgrad. Betrakta de
tva problemen “Finns det nagot heltal n
minst 3 s att a" = 2b" har ndgon lésning
med positiva heltal a och b?”, och "Finns
det ndgot heltal n minst 3satt a" = b" +¢c"
har nagon 18sning med positiva heltal a,
b och c?”. Bada har svaret nej. Det forsta

kan bevisas pa ett par rader, medan det
hdgra har trotsat matematikernas anstrang-
ningar i dver 350 r. Det ar Fermats stora
sats, som bevisades av Andrew Wiles
1995. Detta bevis ar langt och kraver en
hel del avancerad teori.

De bada problemen &r formellt, i be-
tydelsen formuleringsméssigt, inte sd
langt ifrdn varandra. En liten andring av
ett problem kan innebéra en stor &ndring
av dess svarighetsgrad. Det matematiska
landskapet innehéller méanga Gverrask-
ningar.

Det har hént flera ganger under mate-
matikens utveckling att nya samband mel-
lan skenbart orelaterade begrepp har upp-
téckts. Man har ocksa da och da funnit
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formalism varmed flera matematiska
omraden kan beskrivas, de olika omrédena
utgdr da specialfall. Detta har skapat nya
hojdpunkter varifrdn det & mojligt att
Overblicka ett stort omrdde i mate-
matiken. Konstruktion av bevis kan
beskrivas som forsok att skapa en vag
fran en plats i matematiken till en annan.
Man rékar da inte séllan in i svarforcerade
omrdden. De framkomliga vagarna &r
ofta ovéntade, de innebér kanske kring-
gdende mandvrer. Framgangsvigarna ar
ofta kombinationer av olika delar av
misslyckade forsok. Matematikstudier
och -forskning &r orientering i en hogst
varierande mental terrang.

Del 3 Den matematiska verksamheten

DEFINITIONERNA UPPFINNS,
SATSERNA UPPTACKS

Man kan fraga sig: vad i matematiken
kan en matematiker paverka? Det ar givet-
vis mojligt for en matematiker att vélja
forutsattningar och att vélja definition —
detta innebar att vélja problem. Vid des-
sa val & matematikern en sorts “desig-
ner” av teori. Det &r givetvis ocksd moj-
ligt att valja namn och beteckningssatt,
detta paverkar inte alls det matematiska
innehallet i problemet. Man kan ocksd
ibland vélja bevismetod. Men for ett givet
problem kan matematikerna inte paver-
ka vad som &r sant och vad som &r falskt.
Matematisk forskningsverksamhet ger
ett starkt intryck av att sanningarna redan
finns dar, de vantar pé att bli upptéckta.
Alla resultat &r givna nér vél definitionerna
ar bestdmda — det ar upp till matemati-
kerna att ta reda pa vad som géller. Defi-

36

nitionerna uppfinns, resultaten (satser-
na) upptacks. Pa det viset ar matemati-
ken delvis uppfunnen, delvis upptackt.

VAD SOKER EN MATEMATIKER?

Varje matematiker vill givetvis finna och
bevisa sd starka och intressanta resultat
som mdjligt, som kan harledas fran lamp-
ligen valda och intressanta forutsdttning-
ar. Valjandet av forutsattningar ar en ba-
lansgang mellan det triviala (problemet
ar for enkelt) och det omdjliga (proble-
met & for svart for befintliga verktyg).
Den senare grdnsen &r naturligt nog
mycket otydligare. De flesta matemati-
ker blir nog bade utmanade och lockade
av riktigt svara problem. Man brukar of-
tast hitta négot uppslag dar man kan
borja nysta efter ett mojligt bevis, dven
om problemet ar mycket svart.

En matematiker i arbete har en hypo-
tes om vad som &r sant. Man letar efter
ett bevis eller ett motexempel till sin hy-
potes, med endera sa &r uppgiften klar.
Bevis och motexempel & hardvaluta i
verksamheten. Finner man ingetdera sa
har man inget resultat alls. Detta ar en
skillnad frn experimentella resultat i
tillampade vetenskaper. Om man gor till
exempel fysikaliska experiment som inte
har gjorts tidigare, si &r experimentets
utfall i princip alltid ett resultat, anting-
en positivt eller negativt. Déremot kan
en matematiker leta i manader och ar efter
bevis eller motexempel utan att lyckas,
och stdr da utan publicerbara resultat.
Ofta dr det dock i praktiken mdjligt att
formulera och bevisa delresultat, i férhal-
lande till det egentliga malet, vilka ar in-
tressanta och publicerbara.

Idéerna som inspirerar definitionerna
kan komma fran olika héll: frin matema-

tiken sjalv, fran andra vetenskaper eller
verksamheter, eller fran vardagslivet. Of-
tast &r det det forstndmnda alternativet.
Nya resultat fangar in nya egenskaper
hos dessa idéer. Bevisen &r sétt att med
matematikens byggstenar bygga fram-
komliga végar mellan idéerna. Allt bor
goras (forr eller senare) med matemati-
kens speciella sprak och rakneregler, av
tva skal. Det forsta ar att logiska bevis &r
det starkaste test vi har for att resultaten
ska vara palitliga, och logiken &r inbyggd
i spréket. Det andra skilet ar att andra
matematiker oberoende av kultur ska kun-
na forstd och granska resultaten. Det ma-
tematiska spraket &r ett mycket kraftfullt
internationellt kommunikationsmedel.

ANDLIG VERKSAMHET

Matematikforskning &r en sorts andlig
verksamhet, pa sa satt att man vander sig
till sitt inre, till sitt tinkande, for att finna
svaren. Matematiska forskningscentrum
paminner nagot om kloster i termer av
tystnad och stillhet, och att sanningarna
upptacks genom att vanda sig mot sitt
inre. Givetvis tycker de flesta matemati-
ker mycket om att diskutera sitt dmne
och sina forskningsproblem, och att lasa
andra forskningsrapporter och bdcker.
Biblioteket &r centralt, manga gamla vo-
lymer spelar fortfarande en viktig roll.
Datorexperiment har fatt en viss betydelse
i en del omraden som inspirationskilla,
och som delkontroll av hypoteser.
Matematik kan vara hur absorberan-
de som helst. Ju mer man sysslar med
matematik, ju mer breddas och férdju-
pas insikterna, ju fler blir de tillgéngliga
metoderna och verktygen, ju mer
mangfacetterat blir det inre matematis-
ka universum som varje matematiker

gor sina upptacktsfarder i. Det &r ett
matematiskt universum som markligt
nog ar gemensamt med andra mate-
matiker, olika personer dr vanligen be-
kanta med olika delar av detta. Detta
bekréftas av det faktum att varje géng
som olika upptackter a4r motsdgande s&
kan man efter kontroll enas om att ndgon
har missuppfattat ndgonting. Man blir
overens.

Matematisk forskning liknar annan
forskning pa sa sétt att varje besvarad fraga
foder flera nya. Detta ar ett underbart
faktum for forskaren: forskningen tar
aldrig slut! Dock, nar nya omraden Gpp-
nas ar det ofta lattare att producera nya
resultat. Dérefter kan forskningsomradet
bli "utfiskat”.

MATEMATIKFORSKNING:
KREATIVITET SOM FORVANDLAR
MYSTISKT TILL KRISTALLKLART

Matematikforskningen foérvandlar det
okanda, mystiska och spannande, till
fardiga och ofdranderliga formler och
resultat, och 6ppnar samtidigt dérrarna
for nya mysterier. Matematikerna &r
mentala skulptdrer och upptéckare,
som hanterar det till synes undflyende
och diffusa. Vi l[dmnar efter oss bestdimda
och fixa former byggda av logik och ab-
strakta begrepp, som finns kvar oféréan-
derliga, i evighet. De kanske gloms eller
omformuleras, men innehdllet kommer
aldrig att fordndras, varken lite eller
mycket, varken gradvis eller plotsligt.
Vi producerar resultat genom en pro-
cess som kombinerar kreativitet, nog-
granna kontroller och intuition. Mate-
matikforskarna gillar sina resultat, men
gillar nog oftast &nnu mer processen att
na dit.

TEORIERS LOKFORM

Matematiska teorier har typiskt en sorts
lokform: de bestar av olika skal utanfor
varandra. Ytterst finns de orékneliga
tilldmpningarna. Nasta skal ar det mate-
matiska innehéllet, resultaten, alla satser,
bevis och definitioner. Till detta skal hor
ocksd alla typiskt forekommande exem-
pel och vanliga rékneméssiga knep. In-
nerst finns ett fatal centrala begrepp samt
metoder som anvénds for att bevisa sat-
serna. Ett litet antal begrepp och ett litet
antal bevismetoder kombineras och an-
vands gang pé& géng pa olika satt for att
hérleda ett stort antal satser: svar pa ett
stort antal fragor.

Oftast far dessa centrala begrepp och
metoder mening forst efter att ett stort
antal detaljer och delresultat studerats:
det ar d& mojligt att se hur dessa sam-
manfattar och formulerar ett stort antal
olika fall. Som alltid far generella be-
grepp betydelse bara i relation till "sina”
detaljer och specialfall. Detta betyder i
praktiken att man som matematikstu-
dent inte sallan méste prova en mangd
saker som man annu inte forstar. Detal-
jerna kommer oftast fore helheten. Att
studera matematik innebar verkligen att
lara sig att tdnka i nya banor.

MATEMATIKTANKANDE: INTUITION
OCH LOGIK | VAXELSPEL

Logiskt tdnkande &r bara en del av det
matematiska tdnkandet, dock &r det all-
tid en viktig komponent. Hur finner
man da bevis och I8sningar pd matema-
tiska problem?

Det finns inga enkla svar pa denna fra-
ga, det beror givetvis pa vad det aktuella
matematiska problemet tillater. Men ge-

nerellt kan man ndmna analogi, intui-
tion och diskussion som satt att finna
mojliga bevismetoder. Matematiskt tén-
kande ar utover logik uppstallandet av
hypoteser (gissningar), letande efter lik-
heter, provande av olika fall, granskning
av formler eller figurer. Matematiskt tan-
kande bestar typiskt av ett vaxelspel mel-
lan intuition och logik:

1. Formulera en hypotes (intuition).

2. Forsok bevisa eller motbevisa hypo-
tesen (logik). Om det gar bra sa ar upp-
giften klar. Annars, ga till 3.

3. Finn orsaken till varfor bevisforsoket
inte fungerar (mdte mellan intuition
och logik).

4. Formulera en annorlunda bevismetod,
eller stall upp en ny hypotes (efter 3:
forbattrad intuition).

5. Gatill 2.

Punkt 3 &r hér den oklaraste punkten.
En ny hypotes kan betyda begrénsning
till ett delmal som &r lattare att bevisa
men 4nda visar hur de ursprungliga pro-
blemet fungerar. Att dela upp ett svart
problem i ménga delproblem som &r
mindre svdra ar en bade urgammal och
generell 16sningsmetod som &r anvénd-
bar i alla sammanhang — inte bara i ma-
tematik. De intuitiva delarna kréver fan-
tasi och nytdnkande, dock beaktande de
begransningar och villkor som finns i
problemet. De logiska delarna kréver
noggrannhet och felfria kalkyler, dock
utan att forlora det Gvergripande malet
ur sikte.

| matematiska termer kan processen
bendmnas "successiv approximation”.
De matematiska kunskaperna &r till en
borjan kanske inte négon sarskilt bra
approximation av de matematiska for-
hallandena, men forbéattras successivt for
varje forsék att formulera och bevisa en

37



En s4 kallad Riemann-yta. Det dr ett exempel pa abstrakt geometri dar ytorna
kan f& ett oandligt antal dimensioner. Bernard Riemanns teorier fick bland annat

betydelse for Einsteins allmanna relativitetsteori.

egenskap. | detta schema framstar inne-
bérden av talesdttet "Logik har aldrig
nénsin anvants for att finna ett bevis.”
ganska tydligt. Logik anvands for att
kontrollera att bevis ar korrekta, inte for
att uppfinna dem, och inte for att se
idéer och tankbara bevisvagar.
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ANALYTISK GEOMETRI — LOGIKEN
SLAPPS IN BLAND BILDER OCH
FIGURER

| detta véxelspel korrigerar och utvecklar
den "blinda” formella logiken standigt
och successivt den matematiska intuitio-

nen och den geometriska uppfattningen.
Detta ar en konsekvens av var analytiska
geometri.

Antikens matematiker sysslade mycket
med geometri, men det var inte analytisk
geometri. Med analytisk geometri menas
geometri dér man karaktériserar geo-

Kélla: Mankiewicz, R., Matematiken genom tiderna. Foto: Uppsala universitetsbibliotek.

metriska begrepp med ekvationer. Varje
figur motsvaras av en ekvation (eller fle-
ra). Exempelvis representerar vi en rét
linje med réta linjens ekvation, ekvatio-
nen ar uppfylld bara for de punkter vars
koordinater ligger pa den rata linjen. Sa
fort vi har ekvationer kan vi skriva om
ekvationerna pa olika satt med matema-
tikens formelsprak, och fa nya ekvationer
vilka ofta har en annan geometrisk inne-
bord. Via ekvationerna influerar logiken
var geometriska insikt. Ekvationerna later
oss ocksa rakna ut skarningspunkter och
annat med langt storre noggrannhet an
vad figurerna tillter.

FORSKNINGSVERKTYG:
PAPPER OCH PENNA

Det finns matematikproblem av alla sva-
righetsgrader. Ovningar i matematik-
kurser och problemsidor i tidningar pre-
senterar (ofta intressanta) matematik-
problem vars svar dock redan ar kanda.
Eftersom alla matematiska sanningar
ar givna ndr val axiom och férutsattningar
ar givna kan man fréga sig varfor vi inte
ser alla sanningar direkt, atminstone de
storsta matematikerna borde vél kunna
gora det? Nej, det ar helt enkelt for svart.
Det ar bevisat att det inte gér att tillverka
en matematikmaskin som producerar
alla bevis. Inte alla argument i matema-
tiska bevis &r formallogiska. Sett i detta
perspektiv handlar matematikforskning
alltid om att overvinna de manskliga

psykologiska svarigheterna att se Klart.
Om ett problem inte ar studerat forut,
och som kan véntas ha ett visst langsik-
tigt matematiskt intresse, sa 4r problem-
I6sningen matematikforskning.

Om man tanker bort den matematiska
omgivningen s& kan man dérfor se varje
probleml@sning som en sorts matematik-
forskning, for problemlosaren. Det hand-
lar alltid om att tillkdmpa sig klarsyn.
Matematik ar en av fa vetenskaper dar
man kan skapa kunskap vid sitt koks-
bord. | andra vetenskaper krévs observa-
tioner i verkligheten, inte endast i en
mental varld.

MATEMATISK VERKSAMHET — HELT
ANNORLUNDA AN MATEMATIK

De tva, matematik och matematisk verk-
samhet, har néstan inga gemensamma
egenskaper. Matematiken &r evig, oper-
sonlig, felfri och generell. Manskligt
upptickande och larande ar i hog grad
experimentellt, personligt, intuitivt och
innehéller fel av alla méjliga slag. Kon-
trasten mellan ett &mne och dess verk-
samhet &r antagligen ovanligt skarp i fal-
let matematik.

Arbetet ar personligt: den som forso-
ker l6sa ett matematiskt problem prévar
naturligtvis de metoder denne for tillfallet
kénner till och tror &r effektiva. Bara
négra veckor senare kanske andra arbets-
satt &r kénda, och arbetandet med samma
problem &r annorlunda. Arbetandet styrs

)

naturligtvis av de egna aktuella insikterna
och asikterna.

Dessutom kanske det personligt be-
tingade experimenterandet &r mer karak-
téristiskt for larande av matematik &n for
annat larande. P& grund av sprakets
exakthet och strdnga men outtalade
grammatik ar det latt att gora formella
fel. Resonemangens abstrakta karaktar
gor det ofta svart att skonja rakningarnas
mal och mening — det &r latt att innehélls-
méssigt bli disorienterad och komma vilse.
Ganska typiskt for larande av matematik
ar att nagot som ena stunden &r obegrip-
ligt, kan lite senare vara enkelt och sjélv-
Klart.

Konstrasten mellan matematiken och
matematikverksamheten dr extremt stor,
bade pa grund av amnets higa exakthet
och felfrihet, och pa grund av verksam-
hetens mangfald av fel och ofrankomliga
provande.

Verksamheten, l6sandet och stkan-
det, &r naturligtvis helt central for de
matematiska insikternas kvalité. Varje
matematiskt verksam person anvander
vissa typer av argument for att vélja me-
tod att l6sa ett visst problem. Dessvérre
ar problemldsningsstrategier och -meto-
der inte ofta nerskrivna, diskuterade
och kénda. Matematikutbildningen
skulle vinna pa att denna typ av argu-
mentationer kommer fram i ljuset. Man
kan avlyssna sidana problemldsningsar-
gumentationer ndrhelst man ar i nar-
heten av forskare eller studenter som i
grupp forsoker losa ett matematiskt
problem.
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DET FINNS FYRA KATEGORIER
MATEMATIKVERKSAMMA

Man kan tala om fyra kategorier som
sysslar med matematik: studenter, ldrare,
forskare och tilldmpare. Tilldmparna kan
vara béde civilingenjorer i industrin, och
forskare i matematikintensiva vetenskaps-
grenar. Sjalvklart kan samma person spela
flera av dessa roller.

Av dessa kategorier &r lararna de enda
som sysslar med matematik som de re-
dan behdrskar. Forskarna behdrskar sitt
amne, men forsoker oftast I6sa problem i
utkanten av sin formaga. De breddar
sina kunskaper mest hela tiden, och moter
dérfoér ny teori som de inte kan. Civil-
ingenjorer och forskare i tilldmp-
ningsomréden kan ibland slippa undan
med enkla matematiska problem. Den
matematiska modellen for problem i in-
dustrin kan dock oftast gdras mera exakt,
och dérmed mera matematiskt avance-
rad. Studenter sysslar uppenbart med
matematik som de inte behérskar i for-
vag.

Léararnas uppgift ar att pa tydligast
mojliga satt presentera en matematisk te-
ori som de behdrskar. Detta ar inte en
matematisk problemlésningsuppgift, det
ar en rent pedagogisk uppgift. De dvriga
kategorierna &gnar sig huvudsakligen at
att vinna okad forstaelse.

FORELASNINGSMISSFORSTANDET

Eftersom studenterna bara ser l&rare som
presenterar en perfekt teori kan studen-
terna forledas att tro att detta ar typiskt
for matematiker: for en matematiker ar
all matematik glasklar. Ett sédant intryck
ar ett allvarligt missforstand och ett pro-
blem for matematikutbildningen. Det
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mesta i matematikkursen &r nog glasklart
for lararen, men det finns alltid mycket
annat. Kontrasten mellan lararens felfria
verksamhet och det egna provandet kan
leda studenter att felaktigt tro att de sjél-
va inte &r lampade for matematik. Mate-
matikbegavade personer inser forvanans-
vrt ofta inte sin begavning.

Foreldsning &r ett”naturligt” undervis-
ningssétt: de som vet beréttar for de som
inte vet, och ménga kan givetvis lyssna
samtidigt. Men det finns allts3 vissa
nackdelar i termer av studentaktivitet,
sérskilt om detta inte motverkas av fore-
lasaren. Det & nog ocksd centralt att
denne tar fram sin egen fascination for
amnet.

MASSOR AV MISSFORSTAND OCH
KONTRASTER

Det finns en stor mangd missforstand
och egendomliga kontraster om mate-
matik. Jag beskriver har i forsta hand
universitet/hdgskoleniva, har ar kanske
konstrasterna storst. Har ar nagra:

1. Den roligaste biten i matematik, som
vid de flesta intellektuella verksam-
heter, & nog att prova och upptacka
vad som &r sant. Denna sida av mate-
matiken dr tyvarr nastan helt osynlig
och franvarande i dagens matemati-
kutbildning. Studenter sysslar forstas
med en del problemldsning, men denna
syns inte i forelasningar och larobdcker
och upplevs alldeles for ofta som miss-
lyckande. For en student ar amnet i
forsta hand det som skolan visar upp.

2. Matematisk kunskap, liksom all ve-
tenskaplig kunskap, vilar ytterst pa
det kritiska tdnkandet. Genom in-
vandningar kan man upptécka pa ett

reellt satt att de matematiska sanning-
arna verkligen haller, att de tal och
Overlever alla mojliga typer av kritik.
Dagens matematikforeldsningar och
larobdcker ar tyvérr néstan helt fria
fran invdndningar och kritiskt tan-
kande.

. Rétt och fel vid problemldsning spelar

inte sa stor roll. Viktigast vid matema-
tikarbete &r att inte ge upp, samt na-
turligtvis att soka sanningen. Det &r
mindre trevligt om svaret fran en ma-
tematisk kalkyl blir fel. Men, om den
studerande inte ger upp och vid behov
fragar en ldrare, sd 4r den “onddiga”
tid som gétt &t inte bortkastad. Det le-
der ofta till att studenten &r bést insatt
i just dessa moment. Man blir vanli-
gen bekant med bredare aspekter av
matematik nar man finner och Kkorri-
gerar ett fel. Det finns en hel del
prestige forknippat med rétt och fel,
som ger lasningar och omintetgor
mycket  matematiklarande.  Vid
tillimpning av kunskaperna &r ratt
och fel avgorande. Utbildningen gar
ut pd att lara sig skilja vad som ar kor-
rekt fran vad som ar inkorrekt, och da
gor det inte s3 mycket om man bérjar
med det ena eller med det andra.

. Matematiklarande handlar om per-

sonliga stéllningstaganden. Matema-
tik &r abstrakt och opersonligt, men
det betyder inte att kunskaperna kan
slinka in i hjérnan bakvégen, utan att
granskas och ifragasattas. Larande be-
tyder att stalla nya eventuella kunska-
per och tidigare uppfattningar bred-
vid varandra, och finna nagot satt att
fd de bada att g& ihop. Nar denna
sammanjamkning uppskjuts, vilket
forstés ar nodvandigt ibland, s& upp-
skjuts matematiklarandet. Det brukar
vara precis den matematik som har

Foto: Folke Hellberg/Pressens Bild.

TEq}

Matematik med engagemang. Forstaklassare far undervisning.
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skapat visst engagemang som finns
kvar i minnet ett ar senare. Dessutom
gor varje individ vissa typer av fel. Att
léra sig ar att se och upptécka sina
egna specifika svarigheter, att |6sa upp
personliga missforstand. Larande hand-
lar alltid mer eller mindre om att lara
sig se sitt tdnkande. Det géller mate-
matik sdrskilt mycket, eftersom mate-
matik inte ar nagot annat an tankande.

5. Det finns ménga studenter som lam-
nar hogskola/universitet, och har last
flera matematikkurser pa universitets-
niva i sin utbildning, som anser att
forskning i matematik &r onddig eller
omgjlig. Ménga tror att de matema-
tikkurser de har studerat &r all mate-
matik som finns. D& har inte mycket
av matematikens karaktér och kultur
formedlats i kurserna.

MATEMATIKDIALOGER KAN GE
IDENTIFIKATION, PERSONLIGHET,
SPANNING OCH KRITIK

Matematikkurserna tacker oftast manga
matematiska begrepp, men ger i gengéld
ganska ytliga kunskaper: det finns séllan
tid att ocksd avticka begreppens inne-
border. Alternativt riktar man sig mot de
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mest begévade studenterna. Men vem
vet, det kanske inte finns béttre didaktiska
metoder, dagens utbildning kanske &r
den minst daliga, om man tar med alla
svarigheter. Och bor i sa fall kallas den
bésta tdnkbara. Vi kanske faktiskt lever i
den bésta av alla tdnkbara vérldar, just
som Pangloss envist havdar (Candide).

Om studenterna aldrig gor fel ar kur-
serna onddigt latta och ger for lite utbyte.
Kurserna ar gjorda "lagom” svara, i prak-
tiken s& det inte &r for f& eller for ménga
felrakningar, i ndgon mening. Vad galler
matematik pa tekniska utbildningar sa
finns det ocksa for nastan varje moment i
matematikkurserna tillimpade kurser i
utbildningen som kréver denna matema-
tik. Kurserna &r fullproppade med mate-
matiskt innehall.

Undersokningar visar att studenter
och elever oftast anser att matematik &r
svart, ofta trakigt men anda ett av de all-
ra viktigaste &mnena. Matematikens tra-
kighet hanger kanske samman med att
&mnet &r ytterst opersonligt. Men mate-
matisk probleml@sning och upptéckande
ar som namnts verkligen inte opersonlig!
Att frdn utbildningsarrangdrens sida visa
upp detta innebdr inte bara dkat engage-
mang, det betyder ocksa ett bejakande av
det vridande och védndande som &r typisk
matematikverksamhet. Det ger en rikti-
gare beskrivning av matematikdmnet.

Ornamentiken i palatset Alhambra
ar sd noggrant gjord att den kan
beskrivas med matematiska form-
ler. Alhambra, nara Granada, ar den
islamska tidens sista praktbygge i
Spanien, cirka 1250-1400.

Motviljan hor forstds samman med
svargenomtrangligheten. Men det borde
inte vara s& svart att identifiera sig med
studenter som ibland uttrycker bottenlo-
sa svarigheter, men finner, fran varandra,
larobok eller larare, tradandar dar de
borjar dra, och den ena matematiska in-
nebdrden efter den andra framtréder.
Det 4r ocksa ett ganska typiskt handelse-
forlopp. Om sadana dialoger finns med i
larobdckerna far matematikdmnet genast
en annorlunda karaktér.

Student-larardialoger kan naturligt
leda in pa lararens forskningsverksamhet.
Detta ger studenterna béde insikter i
matematikkulturen, i matematiken som
vetenskap, och nya perspektiv pd det
egna raknandet. Naturligtvis &r enskilda
studenter mycket olika. Vissa har pro-
blem med matematiskan och har ltt for
innehallet, for vissa ar det tvértom. For
vissa &r den traditionella framstéliningen
den utan tvivel klaraste. | dialoger kan
olika personligheter forekomma, sd de
flesta studenter som soker det kan finna
och kanna igen sina svérigheter.

Forskolebarn &r forskare av naturen.
Nagot hénder under skolgdngen. Felet
kan vara att vi tror att larandet kan vara
opersonligt. Det &r det inte, hur oper-
sonligt &mnet &n &r. Och det &r i motet
med det personliga som spanningen,
upptéckandet och gladjen finns. T

Foto: Roger Dyson/Rex-IBL.
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Imre Lakatos: Bevis och motbevis. Detta &r en
klassiker. En dialog mellan en larare och ett
stort antal (ytterst engagerade) studenter an-
gdende ett skenbart véldefinierat problem.
Frégor och svar och motfragor och motsvar
far teorin runt problemet att dela upp sig i ett
antal definitioner och ett antal olika delpro-
blem och delresultat. Typexempel fér hur en
teori fods och véxer. Det matematiska spraket
erbjuder alla skilda viljor en tydlig motes-
plats. 1. Hadamard: Mathematician's Mind.
Hadamard (som &r en berémd matematiker)
havdar att kreativitetens rotter har att goéra
med undermedvetna estetiska val, vilka dar-
efter ndr det medvetna. Han motiverar detta
med sprakliga, psykologiska och visuella ar-
gument. Boken innehéller en brev av Albert

Einstein dar denne analyserar sin egen tanke-
process. Sigma 1-6 &r ett klassiskt verk om
matematik ur alla synvinklar. Jag finner artik-
larna om matematikens natur alltfér begrén-
sade i sitt perspektiv for att forma séga
sarskilt mycket vésentligt i denna fréga. For-
fattarna forsoker ofta behandla frigan om
matematikens natur med matematiska verk-
tyg, men fragan &r ju snarare metamatema-
tisk. Artiklarna ar dock intressanta pa andra
satt. Simon Sing: Fermats Gata. En trevlig
och lattlast bok om matematisk forsknings-
dramatik med lang historia. Boken tar upp
méanga angransande matematiska klassiska
problem. Jag vill varna kansliga lasare, ty for-
fattaren byter ibland beteckningar frén de
gangse pa ett nagot Gverraskande satt. Han

ger ocksa ibland en ganska idylliserad eller
forenklad bild. Den fantastiska matematiken
av Kristin Dahl skildar nedslag i ganska aktuell
forskningsmatematik, varav flera har klara
konstnérliga kvaliteter. Forskande matema-
tiker ger sin syn pa denna och pa sin verk-
samhet. En spdnnande och inspirerande bok.

HAKAN LENNERSTAD, f. 52, &r docent i tillam-
pad matematik. Han doktorerade pa Chal-
mers Tekniska Hogskola inom omradet par-
tiella differentialekvationer, men har sedan
dess forskat huvudsakligen inom kombina-
torik for parallelldatorer vid Blekinge Tek-
niska Hogskola. Han ar ocksa uppfinnare
och laroboksforfattare i matematik.
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