Hakan Lennerstad

Hitta de superrika talen

Tal kan inte bara vara jamna, udda, positiva eller negativa. De kan dven vara
perfekta, fattiga eller rika. Vi far hédr ga pa upptacksfard bland de superrika
talen. Vad utmarker dessa, hur manga ar de och hur finner man dem?

i alla fall 1 och talet sjilvt. Primtalen ér simst pa denna gren, de delas

bara av dessa tva. Alla andra tal delas av nagot mer tal. Talet 4, exem-
pelvis, ir inte primtal och delasav 1, 2 och 4. Ett siitt att mita hur delbart ett tal
ir att ligga ihop alla tal som delar det, och som #ir mindre in talet sjilvt. For alla
primtal blir denna summa bara 1. Fér 4 ir det 1+ 2 =3.

Vad blir denna summa for talet 62 Jo, d& har vi 1 + 2 + 3, som ir 6, lika med
taletsjilvt. Da kan vi kalla 6 for ett perfekt tal, det har man gjort sedan Euklides
Elementa. Under antiken kinde man bara till fyra perfekta tal: 6, 28, 496 och
8128. De tal diir summan av delarna iir stérre in talet sjilvt kallas rika tal. De
andra ir fattiga tal. Bengt Ulin kallar ett primtal p for utfattigt, for deras kvot ir
1/p. Da kan man siiga att 1 ir utblottat, som har kvoten 0/1=0.

Denna artikel handlar om rika tal, vildigt rika tal. Vad far vi fér summa av
delare for talet 127 Jo, det blir 1 + 2 + 3 + 4 + 6 = 16, som ir storre in 12. Sa talet
ir inte perfekt utan rikt, faktiskt det forsta rika talet.

Ett tals relativa rikedom kan sigas vara kvoten mellan ovan nimnd summa
och talet sjilvt. Ett perfekt tal har da relativ rikedom 1, och de rika talen har
relativ rikedom storre dn 1. For fattiga tal ir kvoten mindre in 1 och primtalen,
jade dr urfattiga.

Gar man uppét bland talen fir man da och d4 nya rekord i relativ rikedom.
Efter1(0) och 2 (0,5) faller kurvan vid 3 (0,33) men nar en ny rekordhéjd med 4
(0,75). Nista rekord 4r 6 (1,00). Detta rekord
slas forst vid 12 (1,33), som i sin tur slas forst
av 24 (1,5). Lat oss kalla ett tal vars relativa

Varje positivt heltal 1,2, 3, ... har nigot tal som det ir jimnt delbart med,

rikedom ir storre dn alla foregdende tal for 1 0
ett superrikt tal. De superrika talen bildar 2 2 0,5
en folid av tal som bérjarmed talen1,2,4,6, | 4 22 0,75
12, 24,36, 48, 60. De ir en sorts motsats till | 6 ~ 2-3 1
primtalen. .
Hur stor relativ rikedom kan dé ett tal ha? 12 2>3 133...
Bengt Ulin ger i artikeln Rika tal - och utfar- | 24 23-3 15
tiga ett bevis for att n! (n-fakultet, 1-2-3-...-n) | 36 22-32 1,53
har en relativ rikedom som gir mot oindlig- 48 243 1,5833...

heten nir n okar. Sa den relativa rikedomen
ir inte begrinsad uppét.

60 2235 1,8
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Att finna de superrika talen

LAt oss hitta en formel for den relativa rikedomen. Vilken relativ rikedom har
en tvipotens? Jo, summan av delarna av 2" dr 1+ 2 + 4 + 8 + ... 2" som ir en
geometrisk serie som blir 2" — 1. Dess relativa rikedom dr dirfor
2" -1
211
Den kommer aldrig {6rbi 1. S en tvipotens kan inte tivla med 6, som har rela-
tiv rikedom 1. Hur 4r det med potenser av 3? De har en summa av delare
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s& de passerar aldrig 1/2. Gor vi samma sak for ett primtal p sd har vi summan
av delarna
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Termen —(p "/(p-1)) ir negativ och gdr mot noll om n blir stort, och den rela-
tiva rikedomen ir storst for p=2. En potens av ett primtal kan inte ge ett storre
virde dn 1. Dirfor 4r 2 och 4 de enda superrika talen som bestir av ett enda
primtal. Allaandraslasutav7(6)=1.

Tva olika primtal

L4t oss nu titta pa ett tal som bestar av tvé olika primtal. Lit oss siiga att antalet
olika primtal som ett tal bestdr av dr dess typ (detta idr inte en etablerad beteck-
ning). Vi har hittills tittat pd alla tal av typ 1, nu dr det dags for talen av typ 2.

LAt oss titta pa 24 = 2-2-2-3. Om vi tillfilligt tar med 24, som ju ocksa ir
delare, ir summan av delarna 1+2+3+4+6+8+12+24. Samla nu de tal som
ir delbaramed 3sist: 1+ 2+4+8+3+6+12+24=1+2+4+8+3(1+2+4+8)
=(1+2+2%+2%)(143). Detta ir en produkt av tvi geometriska serier, dir den
andra ir 3°+3'= (3”=1)/2. Det ger relativ rikedom

@ -DO-1

2 ="

Den sista -l:an beror pa att vi tagit bort 24 igen, som ju inte skulle vara med.
Samma sak kan vi gdra om vi har n 2:0r och m 3:or, dvs for talet 2"3™. Det ger

(2n+1 —_ 1)(3m+1 — 1) B

r(2*3") = 2n3m2

1.

Vi kan gora samma kalkyl for tva andra primtal p och g. Det ger

(pn+1 — 1)(qm+1 — 1) B
@—-Dp*q™(q—-1)

r(pnqm) —
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Hir kan vi dividera med p” och med g™ Det ger

@-r™M@-qa™
@-D@-1

Hir har vi en formel for den relativa rikedomen for ett tal som bestdr av tvé olika

primtal. Talet (p"g™) 6kar om vi okar n eller m. Och det blir aldrig storre in

pq
r(p"q™) < —————1
r-D@-D
som ir storst for p =2 och g = 3. D4 iir det 6/2—1=2. Alla tal som bestar av tva
primtal, av typ 2, har dirfor mindre relativ rikedom in 2.

1.

.r(pnqm) —

Tre olika primtal

Har vi tre primtal p, g och t far vi bara innu en geometrisk serie som ovan, och
innu en faktor

t_t_k N _ q—Mm t—t_k
somgerformeln r(p"q™tk) = (p =P = q")( ) _

t—1 @P-D@-DE-D

for typ 3. Om n, m och k gir mot oiindligheten far vi begrinsningen
pqt 4
(r-D@@-D(-1)

forallatalav typ3,somirsomstorstdap=2,g=30ochi=5.Detger30/8-1=2,75. |
Vi har #(30)=1,4, men 30 ir redan utkonkurrerat av 24, som har 1(24) =1,5. R

r(pnhqmtk) <

Sa relativa rikedomen for ett tal ir begrinsad av antalet olika primtal som 1 1
det bestar av. Sa vi maste oka antalet olika primtal for att n riktigt hog rela- | 2 2
tiv rikedom. Det tycks ocksd som det behdvs minga smé primtal for att fahog | 3 2,75
relativ rikedom. Faktum dr att Alaoglu och Erdés har bevisat att i ett superrikt 4 321
tal kan inte ett storre primtal forekomma i fler exemplar (ha hgre potens) in :
ett mindre. 5 3,81
6 4,21

Ar nl superrikt for alla n?

Fakultetsfunktionen n! fir med det ena primtalet efter det andra, och har ett
starkt dverskott av smad primtal. Den har de forsta viirdenal, 2, 6,24 (de dr 1,1- 2,
1-2-3,1:2-3-4). Alladessa ir ju superrika. Hur ir det med nista, 120 = 5T och de
foljande? Ar alla fakultetstal superrika? Svaret ir nej. Alla de forsta fran 11 (som
ir 1) upp till 71 (som ir 5040) visar sig vara det, men 8! (som ir 40320) ir inte
superrikt. Det forlorar mot talet 27720, {6r vi har #(87) = 2,946, men 1(27720)
= 3,052. Om vi vill jimfora deras primtalsfaktoriseringar s dr 8! = 40320 =
27-3%5-7 medan 27720 = 2°-3%*-5-7-11. Talet 27720 ir alltsd av typ 5, men dnda
under grinsen for typ 4. Allt detta kan man ta reda pa med hjilp av formeln
ovan och nituppslagsverket dver heltalsfoljder (oeis.org).
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