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Matematikutbildning —
mote mellan tva kulturer

Hakan Lennerstad

Matematikern Hakan Lennerstad laser Namnaren utifrAn problematiken
mellan matematik som vetenskaplig disciplin och matematik som mate-
matikutbildning. De tva kulturerna maste motas, men har svarigheter att
gora det, menar forfattaren. Han diskuterar fragor om sprak, kanslor,
spel och humor med olika exempel fran Namnaren, och belyser pa sa
satt relationen mellan de tva kulturerna och férutsattningarna fér 6kad

forstaelse.

Denna artikel handlar om spel, kanslor,
humor, isflak och férstas matematik, ack-
ompanjerat med nedslag ur Namnarens
utgivning. Om den néstan tragiskakollisi-
onen mellan matematikernas entusiasm
och fordskelsei sitt amne denasidan, och
matematiksprakets svargenomtranglighet &
den andra. Om matematikverksamhetens
osynlighet och helt annorlunda egenska-
per, jamfort med matematiken gjélv.
Detta ar fragor som Namnarens artiklar
belyser ur standigt nyasynvinklar. Under-
tecknad & universitetsiektor i matematik,
och bidrar har med en kanske inte sa ty-
pisk artikel. Min l&sning av Namnaren an-
tyder att artiklar skrivna av matematiker
oftast beskriver matematiska idéer eller
matematisk historia. Artiklar skrivna av
matematiklérare handlar oftaom elevaki-
vitet och elevers entusiasm. Matematiker

Hakan Lennerstad &r universitetslektor
i matematik. Han har last teknisk fysik och
doktorerat i matematik pa Chalmers. Se-
dan 1992 har han varit verksam vid HOg-
skolan i Karlskrona/Ronneby. Han har
bedrivit forskning inom partiella differen-
tialekvationer och organisation av paral-
lelldatorer. Han &r ocksa laroboksforfat-
tare och uppfinnare. Han intresserar sig
nu mycket for utforskande student-larar-
dialoger om matematik, bland annat i
syfte att producera nya laromedel.
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beskriver matematik. Matematiklarare be-
skriver elevaktivitet. Detta & alldeles na-
turligt, men ocksa en antydan om komplex-
Iteten hos matemati kutbildningsproblemet:
det innehaller i hogsta grad bade naturve-
tenskap (matematik) och humaniora(man-
niskors arbetande, tdnkande, fattande). De
tva kulturerna maste motas, men har up-
penbara svarigheter att gora det.

Vad?
Ar matematik natur vetenskap?

Men & matematik naturvetenskap? Och
gdller inte det beskrivnakulturmatet utbild-
ning i alla naturvetenskapliga amnen?
Mina svar &r: ”i utbildningssituationen &r
matematik verkligen naturvetenskap” och
"Ngj, det beskrivnakulturmotet géller inte
i sdhog grad alla naturvetenskapliga am-
nen”’! Matematik &r helt klart inte naturve-
tenskap — man testar inte hypoteser med
experiment, man studerar inte naturen och
omvaérlden, i varje fall inte direkt. Mate-
matik har mera karaktér av "rent tankan-
de’, och & pa sa sitt mer beslaktat med
filosofi och logik. Men & andra sidan har
matematik nastan allasinatillampningar i
naturvetenskap och teknik, till skillnad frén
filosofi och logik, och matematik har verk-
ligen enormamangder tillampningar. Detta
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ar en dubbelhet hos matematikamnet.
Dessutom vill jag pasta att matematik &r
typisk naturvetenskap om man tittar pavil-
ket slags tdnkande det handlar om. | mate-
matikstudier erdvrar man kunskaper som
ar objektivaoch opersonliga. Resonemang
och studier om manniskors beteenden och
manniskors tankande, som &r typiskt for
humaniora och samhaéllsvetenskap, ar inte
alls typiskt for matematikstudier. Har l&ar
man i praktiken kénna en frammande —
matematisk — vérld, dar inga manniskor
och inget manskligt syns till. Om natur-
vetenskap handlar om att |&ra kénna feno-
men utanfér den egna personen och den
manskliga sfaren, sa & matematik i hog-
sta grad en naturvetenskap. Dessutom har
andra naturvetenskaper mer vardagsan-
knytning, och anvander ett eget tekniskt
specialsprak i mycket mindre grad an ma-
tematik. Den matematiskavarlden ar pasa
sétt kanske mer " frdmmande”, och mate-
matik mer naturvetenskaplig d&n annan na-
turvetenskap. Kulturkrocken & ganskaren-
odlad i fallet matematikutbildning — kon-
trasten mellan amnets karaktar och laran-
dets karaktér & ovanligt stor.

Trotsden starkt upplevda objektiviteten
ar matematik nagot som finnsi varahuvu-
den. Ur praktisk synvinkel & deni hogsta
grad objektiv, allaér/blir Gverens, fast den
bara finns mentalt, i sinsemellan mycket
olikapersonligheters medvetanden. Ar inte
detta méarkligt? Men a andra sidan, finns
denintei var omvérld? Mitt svar &r att var
omvarld innehaller gott om fenomen som
inte & matematik, men som liknar mate-
matik, och som inspirerar matematikens
vidare utveckling. Matematik ar verkligen
forvirrande, mystiskt, och fér mangaspan-
nande. Det géller inte bara de matematis-
ka teorierna, utan aven matematikens na-
tur. S&dana fragor har lange debatterats,
och kommer att debatteras av matemati-
ker, filosofer och andra.
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Att uppfinnaeller upptéacka

En annan dubbelhet hos matematiken &r
den gamla fragan om matematiken upp-
tacks eller uppfinns. Jag menar att vi upp-
finner definitionerna, men nar va de &r
bestamda sa ar allt bestamt. Med andra
definitioner far vi andra sanningar. Nér
definitionernadr bestamdafinnsallt dar for
att upptackas: vi upptacker satserna. Defi-
nitioner valjs med matematiska argument,
men meramed skonhets- och anvéndbarhets-
argument an med | ogiska/ matematiska ar-
gument. Man kan i vilket klassrum som
helst uppfinna en egen matematik genom
att uppfinna egna definitioner, och forso-
ka se vad de leder till.

Vi sysslar med ett &mne som &r fullt av
mysterier och paradoxer. Trots dettafinns
dér gott om, nagon sorts, mycket pdlitliga
sanningar. Vilket amne!

Namnaren for allmanbildning

Ater till matematikutbildningen och vér
jubilar Namnaren. Jag vill pasta att Nam-
naren har peat enviktig roll for matematikut-
bildningen i Sverige paamingonetre st

» Namnaren ger almanbildning i matema-
tikutbildningsomradet. Den som |é&ser
eller 6gnar igenom Namnaren kan knap-
past undvika att bredda och aktualisera
sin bild av omradet. Spektrumet av in-
dlag i Namnaren & mycket brett. Insla-
gen & lagom langa och l&ttillgangliga.

» Godaidéer kan via Namnaren |&tt spri-
das och kombinerastill nyaframgangs-
rika verksamheter.

* Men viktigast & kanske att Namnarens
bidrag genomsyras av ett allvar och en
gemensam positiv anda: 13t oss forsoka
samlaihop och prévaallaidéer som kan
entusiasmera elever och larare pa ala
nivaer for battre matematikkunskaper
och roligare verksamhet.

Denna positiva och konstruktiva attityd
etableras som det normalaférhal Iningssét-
tet genomNamnarensmassivaidé-ddgivning.
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Den sista punkten kanske kan liknas vid
den effekt Astrid Lindgrens forfattarskap
har haft pasvensk barnuppfostran. Hon har
bidragit till synliggdrande av barn som tan-
kande och kannande individer. Jag skulle
for 2000-talet 6nska ett synliggdrande av
eleverg/studenters téankande och k&nnande
under matematikstudier. Det vore bra for
lararna, for eleverna och fér matematiken.

L&t osstitta pa nagra exempel ur Nam-
naren.

Spel &r formatematik

| artiklarna " Spel for kunskapande” och
" Spel och spelande” beskriver Ingela Jo-
hansson (1995; 1996) flera genomtankta
och lockande aritmetiska och geometriska
spel, mest med papper och penna. Spelen
kan skapasituationer dar matemati skakun-
skaper blir efterfragade av barnen. Dessa
artiklar varmde mitt hjarta pa ett sarskilt
sétt. Jag tillbringade stora delar av barn-
domen med att spelaoch hittapaolikaspel
tillsammans med min lekkamrat Hasse. Jag
vill pastaatt detta underl dttade mina sena-
re matematikstudier en hel del —de var en
sortsfortsattning paspelen, men med stérre
alvar och abstraktion. Manga av oss dras

till eller passar for yrkesverksamheter som
ar fortsdttningar pa barndomspassioner.

Spel och matematik har &minstone tre
ganska fundamentala likheter:

1. Det finns vissa givna forutséttningar,
spelregler respektive definitioner, och
verksamheten gar ut pa att finna sa bra
sdtt som majligt att anvanda forutsat-
ningarna— vinnande spel sétt respektive
kraftfulla teorem.

2. Mycket matematik och manga spel mo-
dellerar verkligafenomen. Spelens mo-
deller & mycket primitiva och har som
syfte underhdllning och spanning. Men
madjligheten med att verklighet kan re-
presenteras med siffror demonstreras
tydligt.

3. Byte av spel och andring av regler okar
flexibiliteten i tdnkandet och beredska-
pen att ta stéllning till vad som & mgj-
ligt under foréndrade forutsattningar.
Detta &r en viktig del av matematiktan-
kandet. Pa samma sétt har olika mate-
matikkurser helt olika forutséttningar —
de svarar mot olika spel.

Spelen trénar aritmetik och geometri, men
ocksa matematiskt tankande i vidare me-
ning. Har & ett par av Ingela Johanssons
finurliga spel:

Ni behdver ett mynt och var sin spelpjas.

summa, som ar ett exakt heltal vinner.

KLAVE KLAVE

Kronaoch klave

Tva eller flera deltagare

Turas om att kasta myntet. Pilarna visar i vilken riktning man flyttar. Nar du kommer till
slutpunkten 2/5 far du 2/5 poéang och far bérja om. Nar du kommer till slutpunkten 3/5
far du 3/5 poang och far borja om. Den deltagare som forst har samlat ihop en poang-
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TUSENFOTING
Tvaeller fleradeltagare

Ni behdver en miniréknare, entérning, var
sin spelpjas och ett papper att anteckna
poéng pa.

Placeraeraspel pjaser patusenfotingens
huvud och tryck in ett tal med manga deci-
maler - vilket som helst - pa miniraknaren.
Sla om vem som ska borja. Kasta térning-
en. Omdufart ex enfyrasaflyttadin spel-
pjés fyra steg framat. Multipliceratalet pa
minirdknaren med vilket tal du vill. Om
produkten ligger mellan de tvatal, dar din
spelpjas star, safar du 2 poang. Omduinte
kom rétt far du gora ett nytt forsok (med
det nya talet pa miniréknaren). Lyckas du
dennagang far du 1 poang. Nu &r det néste
deltagares tur att sla tarningen, osv. Den
som har flest poang, néar den forste kom-
mer i mal (tillbakatill huvudet) vinner.

Variation: dividerai stélet for att mul-
tiplicera hela spelet igenom.

Hjernan i mig &nnu vrides
Nar jag tanker pa Euklides
Och pa de Trianglarna
Abcochcda

Swetten ur min panna gnides,
Warre an pa Golgatha.

Carl Mikael Bellman
Claesson (1994)

Kanslor och matematik

Manniskor reagerar mycket ofta starkt
k&nsloméssigt nér de sysslar med matema-
tik — detta & snarare typiskt an ovanligt.
Starka kénslor hor ihop med matematik.
Det &r &t att ge exempel pa bade fattar-
ingenting-angest och insikts-jubelkanslor.
Hér &r tre angestexempel.

Matematik &r val det mest angestladda-
de &mnet av alla.

Ference Marton (1986)
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Hela mitt liv har det fér mig varit en
gata varfor det inte skulle kunna lyckas
mig att fa ett férhallande till matemati-
ken,... Under matematikkursens fort-
gang kunde jag klara mig nodtorftigt
endast genomatt” skrivaav” defér mig
ofattbara algebraiska operationerna
och inpréagla i minnet var en bestamd
bokstavskombination hade statt pa svar-
ta tavlan.

Carl Jung
Thompson (1985)
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Inger Wistedt diskuterar i Matematiska
samtal (1993) hur elevers samtal om ma-
tematik kan utveckla matematikforstael -
sen. Genom matematiska samtal far bar-
nen en mojlighet att uttrycka och reflekte-
ra Over sina tankar, och de far ocksa en
chans att prova och ompréva dem i sam-
spel med andra. Wistedt papekar bland
annat hur viktigt det & att en vuxen &r nar-
varande och hjélper till med att finna ord
och formuleringar vid elevernas sbkande
samtal. Det visar sig som ett tydligt jubel-
exempel, som man kan sei ett senare ar-
bete, Kvaliteter i elevers tdnkande
(Wistedt och Martinsson 1994).

Elvadringar som inte hade sett oandliga
decimalutvecklingar tillfragades att skriva
100/3 som decimaltal. Man prévade och
upptackte i sma grupper under ca 50 mi-
nuter. Nagra slutkommentarer:

Den vuxne observatoren:

— Var det kul?

— Mmm, svarar Karolina.

—Ja, siger Alexandra. Jattekul.

—Var det knepigt? fragar observatoren.
— Ja, dar fick man fundera, verkligen,
séger Alexandra.

| en annan grupp:

— Har far man verkligen tanka, séger
John glatt.

Och senare:

—Ja, det har var svart, sager John, men
tycker samtidigt att vi var otroligt nara.
Idavill gérnafortsatta med fler uppgif-
ter:

Det var juroligt det hér, sdger hon glatt.

Dettaillustrerar kanske Herakleitos pape-
kande fran ca 400 f.Kr:

Att undervisa &r inte att fylla en hink.
Det ar att tanda en eld.
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Det var svart! Det var kul!
Man fick verkligen tankal

K ombinationen Det var svart! Det var kul!
Man fick verkligen tanka! &r forstasen un-
derbar och lovande kombination. For dessa
barn var det inte nagon nackdel att proble-
met var svart. Probleml 6sandet kansketill-
talade barnens filosofiska sinne. Det var
uppenbarligen grupper med kreativ anda
— det var tillatet att gorafel ibland medan
man tog sig fram till hur det verkligen
hangde ihop.

| " Petter och hans 4 getter” visar Berit
Bergiusoch Lillemor Emanuel sson (1998)
hur ett understkande arbetssétt med mate-
matik kan varauppskattat hoselever i &k 2
och 3. | ett problem ska eleverna bl a ex-
trapoleraen dold del av svansen paen 6ver-
raskad ratta. Har f&r man gora numeriska
bedémningar, och sedan arbetavidare med
de tal man valde. Det maste vara bra for
det matematiska sjélvfortroendet!

Katten hette
Murre Svart.

Uppgiften var:
Konstruera ostbiten lika stor som i bo
ken. Hela osten.
Hur manga moss tar Murre Svart?
Hur lang & svansen?
Hur langaér allasvansarnatillsammans?

Hér & nagra elevkommentar:

Nu ska jag skriva om osten. Forst skul-
le vi konstruera osten utav papper. Sen
fick vi gbra en till uppgift. Hur svansen
sag ut bakom osten. Det var inte alls
svart.
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Jag tycker det var den trakigaste upp-
gifteni Petter och hans4 getter. Jag blev
sa hungrig av att téanka pa ost. Men den
var bra och lattast. Hihi.

Vi har kollat i Petterboken pa en mus
som sitter vid en ost. Vi métte och rita-
de den musen. Sen gick svansenini os-
ten, s& jag fick komma pa hur I1ang svan-
sen skulle vara galv. Sen skulle vi sy
minst 4 moss var for att vi skulle fa 96
moss. FoOr i Petterboken stod det att
Murre Svart tog enratta varjekvart. Pa
ett dygn tog Murre Svart 96 mdss, om
han inte sov. Nar vi hade satt pa morr-
haren pa mossen satte vi pa svansen.
Alla 4 méssen maste ha lika langa svan-
sar. Sen la vi ut alla pa golvet efter
svanslangden. Vi ladomparad. Det var
mest (flest) pa svansdangden 15 cm fast
jag hade 16. Alla mbssens svansar ar
tillsammans cirka en Brachiosaurus, &r
cirka 20 m. Det var nagra moss for
manga. Da tog vi bort nagra dom fick
vi ta hem. Jag har lart mig sy méta och
ha talamod. Jag tycker det har arbetet
var roligt, nér vi skulle géra mossen och
komma pa hur |ang svansen skullevara.

| ”Drakar, vatten, eld och vaderkvarnar”
beskriver Per Bergstén (1995) hur elever
paestetiska programmet i gymnasieskolan
fick bygga en modell av gymnasieskolans
scen. Eleverna fick gélva gora ala mate-
matiskakalkyler som behtvdesfor model -
len.

Jag har for forsta gangen i hela mitt liv
gatt till mattelektionen med gladje, ef-
tersom det varit roligt.

Jag tycker vi skall gora sant har oftare,
for det var bade roligt och praktiskt.

Skala fastnade mycket mer nar man fick
rakna ut, rita upp och sedan skéra till.
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Det finns gott om jubelexempel, exempel -
vis fran forskande matematiker. Men var-
for |ater ett pastdende som ” Matematik hor
ihop med starka kanslor” som ett ganska
udda pastaende? Ja, matematiken &r ju ky-
lig, opersonlig, varde- och kansloneutral.
Men sadan &r inte matematikverksamhe-
ten! Mansklig verksamhet &r altid kans-
loméssig, mer eller mindre, for matematik
gédller nog "mer”. Detta & en sida av den
remarkabla kontrasten mellan matematik
och matematikverksamhet. Det & ocksaett
exempel pa matematikverksamhetens
osynlighet. | klassrummen pratasdet en hel
del om vad som hander n&r man sysslar
med matematik, liksom i matematiklarar-
utbildningen. Men det syns inte mycket |
|&robdcker och i den officiella matematik-
beskrivningen, och har fdljdaktligen en
blygsam platsi vart medvetande. Att sesitt
ténkande kan va inbegripasi att se verk-
samheten —ténkande & oftast en del av ma-
tematikverksamheten.

Aven ordet ” matematik” anvands pa ett
udda sétt. Det betecknar ju bararesultatet,
kunskaperna, sanningarna. Verksamheten
finns inte med. "Fiske” betyder inte bara
verksamhetens resultat: fisken i spannen.
| begreppet "kemi” ingar laborationsme-
toder, inte bara den samlade kunskapen.
V erksamheten och kunskapserdvringsmet-
oderna & daremot inte innehadllna i den
konventionella betydel sen av ordet " mate-
matik”!

Kunskap om matematikverksamheten &r
viktig — den studeras i matematiklararut-
bildningen, och i §&va matematikutbild-
ningen, och utvecklas av didaktikforsk-
ningen. Hur ska man kunna formedla ett
amne till manniskor, om man inte forstar
vad som hander nér manniskor sysslar med
det?

Namnaren nr 4, 1999



Vad som hander vid matematiktéankande &r oftakanslomassigt. Tankarnas kanslore-
aktioner kan synliggéras genom att 6verforastill valbekantaforhallanden. Har & en
gestaltning av logik samt av kénsloinnehallet i en kort tankeresa:

Tre matemaner & ute en riktigt kall vinter. Det blaser. De har inte [angt till en varm
fjdlstuga, men enda séttet att komma dit & att 16sa ekvationen x> + 2x — 8 = 0.
Fjallstugan ligger paandrasidan en langsamt flytande flod, dar maktigaisflak kom-
mer drivande. De kan komma 6ver fran ett isflak till ett annat viaett =, om likheten
haller. Vissaisflak har avbrutna # som hanger fran isflaken ner i vattnet.

Matemano: Jag fryser.

Matemon (tittar ner dver kanten): Sa kallt vattnet ser ut dar nere. Det &r ju
alldeles svart.

Matemini: Vi kvadratkompletterar. Det ar alltid bra att kvadratkompl et
tera. D& kommer vi 6ver till X2+ 2x+ 1—1-8, alltsatill ¢ + 2x+ 1-9.

Matemano: Men det gar inte, vi kommer inte vidare sedan!

Matemini: Jo det gor vi. Jag har enidé.

Matemon: Vi kani alla fall inte sta kvar har och frysa.

Dekléttrar 6ver fran O =till isflaket x? + 2x + 1 —9. (Likhetstecknet & en bro, "0 &r
pa stranden.)

Matemano: Det holl! Det trodde jag egentligen inte! Men jag ville inte
lamna er.
Matemon: OK, men nu maste vi fortsatta dit! (Pekar pa (x + 1)>—9).

De kléttrar 6ver pa nasta”=". Matemon, Matemano foljt av Matemini. De stannar
och tittar sig omkring. Stranden &r nu en bit bakom dem. De & omgivna av andra
flytande isflak.

Matemon: Lever det ndgon fisk i sa kallt vatten?

Matemano (med skrack i rosten): Mennukonmer vi intevidare Jag visste det!

Matemini: Jo! Jag vet! Anvand konjugeringsregeln!

Matemano: Har??? Nej! Det gar inte!

Matemon (hoppar, huttrande): Jag fryser.

Matemini: Jo! 9= 32! Se! (Pekar pa ett narbeléaget isflak med (x + 1 — 3)
(x +1+ 3).) Kom!

Matemini klé&ttrar 6ver, och det hdller! De andrafoljer efter.

Matemon: Men nu &r det ju (x —2)(x + 4).
Matemano: Losningarna ar 2 och —4!! Kom!

Plotsligt syns (x —2)(x + 4) pastranden framfor fjallstugan. Dekléttrar Gver det sista
likhetstecknet och springer in i den varmastugan. De lyckades! Déar inne brinner en
brasa. Matemaster star vid spisen och ror i en rykande kastrull.
Matemaster: Grattis, matemaner! Ni kan val behdva lite varm chokladmj6lk och
scones!

Hér hade de tur (eller skicklighet): Matemini hade en idé fran borjan, som fungera-
de. Dylikadramatiseringar kréver kanske en viss forsiktighet s deinte 6kar rédslan
for ett misslyckande. Varjeisflak kan alternativt innehalla ett logiskt pastdende, da
ar broarna ekvivalenspilar.
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En fraga om studenters
tankande

Jag frégade en gang en medmatematiker:

— Du som har mycket lang erfarenhet
av matematikundervisning, brukar ha
mycket kontakt och dialog med studenter-
na, och dessutom hamanga asikter om hur
man borde andra och forbéttra utbildning-
en, skulle du kunna skrivaen listamed de
vanligaste fel som studenterna gor i dina
kurser?

Han tankte efter en stund, och sa sedan:

—Ng, det tror jag inte. Jag har inte tankt
padet sA

— Hm, ténkte jag nér jag senare ténkte
pasvaret. Matemati kkunskapernadestille-
ras, koncentreras och tillspetsas i rapport
efter rapport. Men hér finns en massavik-
tig undervisningskunskap som &r utspridd,
oorganiserad, och darfér oatkomlig. Som
inte insamlas, raffineras och presenteras.
PaHogskolan i Karlskrona/Ronneby star-
tade vi en forskningsrapportserie (Research
Report) 1992, som nu bestar av manga ar-
tiklar. Senare startade vi en utbildningsrap-
portserie (Education Report), som fortfa-
rande barainnehaller en artikel! Annu ett
exempel pa matematikverksamhetens no-
toriska osynlighet.

Mitt syfte med frégan var att skrivatext,
mest dialoger, som skildrar studenter som
ibland tillsammans med en l&rare seriOst
forsoker fa grepp om en grundl&ggande
universitetsmatematikkurs. | dialogerna
borde bl.a. matematikidéerna kunna syn-
liggorasbéttreani konventionell framstall-
ning. Dessa student-student och student-
|arardialoger borde kunna vara riktigt in-
tressanta fOr studenter, om det beror for
studenterna angel agna matemati kfragor pa
ett intressant sétt, och visar ett kreativt soO-
kande.

Dérav fragan till min medmatematiker.
Nya projekt vacker nyafragor.
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| désamtal kréaver
var dagsspr ak

MangaNamnarenforfattare tar upp det vik-
tigai att elever beskriver matematik och
samtalar matematik. Matematikspraket &r
mycket anvandbart for réknande, men sél-
lan for att beskriva eventuella idéer, av-
sikter och poanger bakom samma réknan-
de. Idédiskussion &r filosofisk till sin na-
tur pa s sétt att man kan diskutera hur
lange som helst, den kan ge en hel del
Ahal-upplevel ser, men man finner baranya
olosta fragor, och det finns inga fardiga
svar. Det &r ett provande av synvinklar.
|désamtal kraver vardagssprak aven av
|&rare/matematiker fOr att:

» verkligen varaangelagen for elever/stu-
denter, och bidra till mening med rak-
nandet,

» det standiga prévandet hér hemma i
muntliga dialoger, vardagssprak.

* det & naturligt att anvanda ala bilder
man kommer pa, varav mangaar myck-
et vardagliga.

En orsak till att de matematiska idéerna
ofta & bristfalligt beskrivna i matematis-
ka larobocker kan vara att ambitiosa idé-
beskrivningar inte passar in stilmassigt, det
blir for vardagligt sprak. Man nojer sig med
det matematiska spraket, vilket racker for
matematiker och blivande matematiker.
FOor manga lasare forsvinner da idéerna,
kvar finns en ganska tom formalism. Na-
turligtvis bér matematiskt sprak inte und-
vikas pa nagot sétt. Det &r bara otillrack-
ligt for att fanga, skissa och exemplifiera
idéerna.

Jag tycker det & mycket tydligt att vis-
saelever har svart med spraket och 1 &tt for
innehdllet, medan det for andra &r tvért-
om. For att nAsamangasom majligt & det
viktigt att komplettera den matematiska
formalismen med att forsoka formulera
idéerna.
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Per spektivproblemet

Jag tror att néstan alla som har last nagon
matematikkurs anser att de bordeforstaden
studerade matematiken béttre &n de gor.
Det géller nog minst 99% av alla som |&st
nagon matematikkurs, inklusive matema-
tikerna gélva. Detta & kanske det stérsta
hindret for en Oppen diskussioni ett klass-
rum. Man riskerar att Oppna inre avgrun-
der, som man inte vet hur djupa de .

Det varsta ar att mycket av dettaddiga
matematiksamvete nog ar en oavsiktlig
foljd av matematikernas entusiasm och
forédlskelse i sitt amne. Matematikkurser
har en egenhet att vara svara eller mycket
svara medan de assimileras, och nastan
barndigt latta efterdt. Kurserna ar forstas
annu l&ttare for en matematiker som har
undervisat nagra ganger pakursen. Denne
kan spraket paett gavklart sétt. Man tan-
ker pa matematik och inte pa spraket nar
man l&r sig matematik. Nar denne under-
visar en kurs &r det ndstan manskligt omgj-
ligt for denne att forsta hur lite av det ma-
tematiska spraket som kan tolkas av stu-
denterna. Detta &r perspektivproblemet.
Det & mycket falarare som verkligen kan
se det hela ur studentens perspektiv. For-
magartill detta ar forstas mojlig, det & en
sarskild kompetens. Denna kompetens ar
humanistisk till sin natur. Perspektivpro-
blemet &r ett fall av kulturkrock mellan de
tva kulturerna. Matematikern ar tekniker
snarare &n humanist. Matematikers specia-
listkunskaper handlar inte om hur mannis-
kor l&r sig, hur lérandet utvecklas, vad som
successivt hander i huvudet pa studenter.
Specialistkunskapen & matematik, vilket
mera bor jamforas med ett mentalt, men
anda opersonligt, maskineri.

Detta hindrar inte att det finns manga
matematiker som ar ypperliga forel&sare.
Jag har gdlv last flera matematikkurser
som var forelastapaett strlande sétt. Vis-
sa av dessa har jag forst langt senare bor-
jat forsta vad de handlade om. Vissa for-
star jag ungefar pa samma satt som da,
endast detaljkunskaperna har forbéttras.
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Ar matematik verkligen latt?

Budskapet som onddigtvis oftaformedlas
av den entusiastiske matematikern &r: det-
ta &r mycket latt. Studenten upplever: det-
ta & mycket svart. Studenten tanker: jag
borde kunna detta béattre, det ar ju egent-
ligen latt. Situationen frestar ordentligt pa
galvfortroendet. FOr studenten &r det lite
grand som att lara sig fransk historia pa
franskautan att kunnasarskilt mycket fran-
ska—man far férsokalarasig spraket sam-
tidigt som innehdllet. Det kanske gar, men
det & inte 1&tt, och det tar tid.

Det finns nog i grunden bara ett sétt att
kommaat perspektivproblemet: konstruk-
tiva dialoger mellan matematikl&rare och
studenter. Kanske betyder det véanligt pro-
vocerande lérare och vanligt protesteran-
de (aktiva) studenter. Den stora nackdelen
med den annars naturligaforel &sningsfor-
men &r att dialoger brukar vara ovanliga.
Bra didaktisk utbildning av lararna kan
givetvisforbéattraforutsattningarna vésent-
ligt. Men dessaforutséttningar & nog gan-
skabortkastade om inte en dial og kommer
till stand. | en diaogfattig miljo tar per-
spektivproblemet Gverhanden.

Det sigs om en framstaende matema-
tikprofessor att han ger underbaraforel as-
ningar nér han inte & férberedd, men obe-
gripliga nér han & forberedd. Perspektiv-
problemet & ett fundamentalt och aterkom-
mande pedagogiskt bekymmer pa alla ni-
vaer.

L& oss pa 2000-talet dumpa denna ge-
mensamma kulturella ballast: forestall-
ningen att de kunskaper vi besitter ar otill-
rackligal Kunskaper ar alltid ofullstandi-
gal Lat ossstruntai det, |3t ossbaratafas-
tapavad vi kan, det racker en brabit! Och
|3t oss successivt laraosslitemer! Mer kan
vi vl anda aldrig gora?
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Spraket — uttrycker och doljer

Matematiker sdger ibland att det matema-
tiskainnehdllet egentligen ar ganska sjélv-
klart for alla manniskor — jag kan ocksa
halla med om det. Om det finns en viss
sanning i pastdendet, sa infinner sig tva
foljdfragor:

— Varfér misslyckas i sa fall matematik-

kurserna sa ofta?

— Ar det matematiska spraket ett hinder
som gor det matematiskainnehdllet svart
att urskilja?

Spraket uttrycker idéerna, men dettadr inte
uppenbart. De sprakligamotsvarigheterna
liknar inte idéerna pa nagot omedelbart
sétt. Matematikkurserna beskriver oftast
orden betydligt mer &n ordensinnehall, idé-
erna. Det &r inte sa konstigt: idéerna &r
merapersonligaoch diffusa, orden & mera
konkreta och generella. Men syftet med
orden & anda inte att de ska ersétta sitt
innehdll. Matematik &r inte bara manipu-
lation av symboler.

M atemati kens sprakliga problem disku-
teras inte ofta av matematiker. Men i det
forra jubileumsnumret Namnaren 100
(1991) finns en intervju som berdr detta
problem

Goran Emanuel sson:

Vad siger du om kopplingen svenska-
matematik? Omeleversoch lararestan-
kande i matematik?

Inger Bjorneloo, larare pa lagstadiet:

Ja, att dversatta mellan talsprak, sym-
bolsprak och skriftsprak ar viktigt. La-
rare ska inte vara sa radda utan vaga
mera — lita till sina egna observationer
— men ocksa studera mera, vara mer
nyfikna pa konsekvenserna av sin egen
undervisning. N&r jag funderade pa var-
for-fragor, sa hade jag hakat upp mig
pa svarigheterna — men jag kom att se
de inneboende mdjligheterna, barnens
inneboende tankekrafter. Domfattar jul!
Dom l6ser uppgifter som jag inte tankt
mig att de skulle géra. Jag fann att man
kunde stryka uppgifter i |&roboken —for
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att vi bildat begreppen utanfor boken.
Man behovde inte géra allt femtioelva
ganger.

Allt &r steg pa vagen. Man maste ut-
veckla och utvecklas.

| detta citat ber¢r kanske inte Inger Bjor-
neloo det sprakliga problemet sa utforligt.
Men det hon framhdller & minst lika vik-
tigt pasenare utbildningsnivaer. Allt & steg
pa véagen!

Det & paallanivaer viktigt att Oversét-
tamellan talsprak, symbol sprak och skrift-
sprak. Detta kréaver finnande och uppfin-
nande av tr&ffande bilder och metaforer.
Sldende metaforer & mycket viktiga: de
ar bryggor fran vardaglig kunskap till ma-
tematiska begrepp. Man minns ocksa ett
abstrakt begrepp mycket |&ttare om det ar
associerat med en sldende bild. Att under-
sbka hur bra metaforerna fungerar ar ett
indirekt understkande av det matematiska

begreppet.

Sprakets laddning

Spraket har ocksa ett kansloméssigt inne-
hall. Det inte bara uttrycker idéer och dol-
jer idéer, det har ocksa ett visst utseende
som kanske kan vara lockande eller mot-
bjudande, mest i kraft av férmodade inne-
border och andra associationer.

FOr mig personligen var matematiken pa
universitets- och doktorandniva som en
spannande, svarforcerad och mystisk varld.
Medan jag studerade hdpnade jag 6ver att
detta allt markligare formella sprak var
relevant. Att det faktiskt var relevantafort-
séttningar panaturligaidéer. Det tilltalade
verkligen mitt sinne for det absurda. Och
dessutom, dettaallt méarkligare var verkli-
gen relevant for andra vetenskaper. Jag
fascinerades av nya matematiska ord — de
klingade mystiskt och lockande, jag ville
forstavad de betydde. Jag bladdrade framéat
i bockerna for att se hur kommande, for
mig annu okand matematik sag ut. Ytan
var méarklig och egendomlig, man kunde
under ytan ananérvaron av ett okant inne-
hall. Det lockade och kallade. Jag forsokte
inte sttamig in i det, jag bara betraktade
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ytan, spraket, och anade. Jag visste att det
skulle innebéra mycket harditande for att
kommaunder ytan; jag sag inte fram emot
det. Daremot s3g jag vid ungefar sasmma
tid fram emot harditandet vid schackbrédet.

Humor, humor och matematik

Psykologerna sager att det numera ér gan-
skaval bevisat att humor underlé&ttar inlar-
ning. Personer skrattar oftast nér de mar
bra—sjavfortroendet & uppét. Det &r nog
oftai sadana humor som nya kopplingar i
amnet dyker upp, och man vagar kasta ur
sig hypoteser och forslag till samband. Da
borjar samtal. Matematikstudier ar ofta
dechiffrering, man provar olika tankbara
och oténkbara tolkningar tills man finner
nagon som tycks stamma med alla bi-
villkor. Humor stimulerar prévandet, sér-
skilt av de otdnkbaratol kningarna. Humor
hénger ihop med kreativitet och initiativ.
Humor & kanskeintesavanligti deflesta
matematiklarobocker. Lt mig namnaGil-
bert Strangs matematiklarobdcker som ett
lysande exempel. Jag tycker att hansfram-
stallning & genomsyrad av en lagmald
humor, som inte ett 6gonblick lamnar den
sakliga matematikframstalningen. Det ar
svart att lagga ifran sig hans bocker. Hu-
morn hénger nog samman med att han stan-
digt forsoker ge glimtar om idéer och av-
sikter med formalismen.

De senaste aren har forskning inlettsom
manniskans skratt. Man vet redan att skratt
har ett mycket stort antal positiva effekter,
fran &t motion, via socialisering och po-
sitivare verklighetsbild, till avslappning
och stresslindring. Man kan undra hur det
kommer sig att vetenskapen har borjat stu-
derandgot sakraftfullt forst nu. Angest och
depression & mycket grundligt studerade,
skratt inte alls. Problemfokuseringen har
kanskeindirekt lett till en viss negativism.

Det finns stora magjligheter f6r humor i
matematik som sétter sokarljuset pavanli-
gamissforstand. Det matemati ska spraket
har massor av komisk potential — inte ko-
nisk potential. Har ar ett dialogexempel:
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Eva: Ett motsagelsebevis, ja. Vi antar
att roten ur tva &r rationellt, fast vi vet
att det inte &r det. Tycker dudet ar irra-
tionellt?
Arne: Ng,... ja,... kanske. FOrvirra mig
intesd genomatt anvanda” irrationel It”
i den andra betydel sen.
Eva: Forlat, jag kunde inte motsta fres-
telsen. Men du genomskadade migi alla
fall.

(Lennerstad, Pettersson 1999)

Har dessa avsiktliga missférstand nagon
positiv betydelse for matematikforstael -
sen? Kanske lite. Man far en fokusering
pa orden, det tydliggor vilka betydelser
orden kan ha. Matematik &r en bokstavlig
verksamhet, man maste verkligen lésaoch
se precis vad som star. Men framforallt
kanske de | &tt komiskamissforstanden och
personernas sétt att kommunicera, kan hoja
andan och inbjudatill senare matematiska
forslag och infall. Elever/studenter kan-
skeléttare borjar "tafor sig”, dvsrycksmed
och engagerar sig i fragorna som diskute-
ras. Det &r givetvisviktigt att Evaoch Arne
|ater matematikfragornabefinnasigi cen-
trum for sitt engagemang.

Tack Namnaren!

Jag vill avsluta med ett tack till Namna-
rensforverkligare, samt en dnskan omfort-
satt valgang! Tack vare Namnaren-grup-
pensihardighet, ppenhet och kritiskatan-
kande har svensk matematikutbildning en
palitlig motesplats, fast punkt och inspira-
tionskalla: tidskriften Namnaren. En kort
Oonskelistaom ytterligare breddning av 1&8s-
ningen i Namnaren pa 2000-talet bifogas,
Detta & inte minst en uppmaning till mig
gav!

Onskelista

» Elevers, studentersoch léraresautentis-
ka matematikdialoger, tex: idé—forma-
lism—dialoger. Lat allakommatill tals,
verbatim!

« Forslag pa konkreta bilder och metafo-
rer som kan anvéandas for att vardagli-
gifieraolika matematiska begrepp, som
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vacker |asaren/lyssnaren och initierar
forstael seprocessen. Med nyabilder och
"motbilder” kan successivt det "riktiga”
begreppet utkristalliseras.

* Fleraspel!

 Texter om det matematiska spraket och
sétt att synliggora och anknyta till de
matematiska idéerna.
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